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RESUME

Nous montrons a partir de trois exemples comment une équation de propagation
d’onde dans un milieu unidimensionnel périodique peut étre mise sous la forme canonique
d’une équation d’oscillateur paramétrique spatial. Les résonances de cet oscillateur cor-
respondent alors aux bandes interdites de propagation bien connues dans les cristaux
photoniques, les cristaux phononiques et aux bandes électroniques interdites dans les
cristaux. Un calcul facile a mener permet de déterminer la position et la largeur de la pre-
miere bande interdite.

L’étude de l'oscillateur paramétrique est bien connue des étudiants et des enseignants
de niveau universitaire, les applications les plus communes étant la balancoire ou encore
le botafumeiro a Saint-Jacques-de-Compostelle [1]. Les ouvrages d’enseignement s’appuient
généralement sur les oscillations d’'un pendule pesant dans un champ de gravité périodi-
que [2-3] ; I'étude porte alors sur la variation temporelle de I'angle du pendule. Pourtant, la
physique non linéaire et les résonances de l'oscillateur paramétrique se retrouvent dans
bien d’autres domaines : particules élémentaires [4], mécanique des fluides [5], physique
des plasmas [6]. Dans ces trois exemples (parmi les nombreux autres trouvés dans la litté-
rature), seules des variations temporelles sont envisagées. Beaucoup moins de travaux
montrent I'intérét de considérer les équations des oscillateurs paramétriques dans le do-
maine spatial. Dans cet article, nous souhaitons faire passer les deux messages suivants :

¢ La propagation d’'une onde (électromagnétique, sonore, fonction d’onde électronique)
dans un milieu périodique peut étre interprétée comme un oscillateur paramétrique
spatial. Les bandes interdites correspondent alors aux résonances de cet oscillateur.

¢ Un calcul simple permet de déterminer la position et la largeur de la premiére bande
interdite. Ce méme calcul correspond pour les autres bandes a un développement en
perturbation au premier ordre de I'excitation paramétrique.

Alors que le premier point apparait parfois dans certains travaux, il reste a notre avis
trop méconnu et notamment dans les ouvrages d’enseignement, le deuxieme point est
quant a lui encore moins discuté. Pourtant, ils permettent notamment d’expliquer la ré-
flexion lumineuse des cristaux photoniques, la propagation des sons dans les cristaux
phononiques ou encore les bandes interdites électroniques en physique du solide : autant
d’exemples autorisant un paralléle entre la mécanique et différentes branches de la physi-
que. Apres avoir rappelé la définition et le comportement d'un oscillateur paramétrique
temporel en s’appuyant sur le cas du pendule paramétrique, nous montrerons sur trois
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exemples (cristaux photoniques, phononiques et électrons dans un cristal), comment
I’équation de propagation dans un milieu périodique se réduit a 'équation génératrice d’un
oscillateur paramétrique spatial. Nous résoudrons ensuite analytiquement cette derniére
au voisinage de la premiére résonance. Dans un dernier temps, nous appliquerons notre
analyse au cas d’'un réseau phononique unidimensionnel pour lequel une résolution
exacte est possible en utilisant la méthode de la matrice de transfert [7-8].

1. L’OSCILLATEUR PARAMETRIQUE TEMPOREL

Un oscillateur paramétrique (temporel) est un oscillateur dont un des parameétres des-
criptifs voit sa valeur varier périodiquement au cours du temps. Prenons le cas simple d'un
pendule pesant excité par un mouvement périodique z =f(t) de son point de suspension :
la figure 1 schématise un tel dispositif.

o} =

Figure 1 : Schéma du montage d'un oscillateur paramétrique temporel.

L’application du théoreme du moment cinétique en O dans le référentiel (non galiléen)
en translation d’origine O conduit a I'équation différentielle suivante pour I'angle 6 du pen-
dule :

d’6 g 1d%f(t)

—+=-sinf+-
de* | | dt?

ou g est la pesanteur et / la longueur du pendule. La pulsation propre du pendule non

sind=0 (1)

excité est alors o, = \/% . Supposons une excitation sinusoidale z =z, cos(w,t) et faisons
I'approximation des petits angles siné ~ @ en vue d’une analyse de stabilité. v, :%"[ dé-

signera par la suite la fréquence propre et v, = ;U—e la fréquence d’excitation. L'équation (1)
T

se réduit alors facilement a une équation dite de Mathieu :

dae
Pl [1+a,cos(a,t)]6 =0 2)
2
ou a, = —iw—; est I'amplitude réduite de I'excitation. La résolution exacte de cette équa-
@y

tion ne peut se faire analytiquement que sous la forme d’un développement en série de

e S i ; gii . V,
Fourier. On montre I'existence de solutions non périodiques pour certaines valeurs de —*
VP

et du facteur a, [9-10] : ces solutions correspondent a ce que nous appellerons par la suite
les résonances de l'oscillateur paramétrique. La solution générale est alors le produit
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d’'une fonction périodique par une combinaison linéaire d’'une exponentielle croissante et
décroissante en fonction du temps. A moins d’un choix trés précis des conditions initiales,
'amplitude de l'oscillateur va alors augmenter exponentiellement, d’ou le terme de réso-
nance. La figure 2 montre le diagramme de stabilité de I'équation (2) réduit aux quatre

premiéres résonances en fonction des deux parameétres —* et a,. Les parties hachurées
V(‘

représentent les domaines ou la solution de I'’équation (2) est non périodique (résonance).

Ce diagramme a été réalisé en faisant appel a des outils mathématiques plus complexes

que la simple résolution numérique de I'équation différentielle : il a été calculé numérique-

ment en utilisant la résolvante de I'équation (2) et en s’appuyant sur les théoremes de Flo-

quet et de Liouville [9]. Les solutions non périodiques forment dans le plan (ﬁ, awj des
vV,

e

. .V, N
bandes de résonance convergentes vers les points - = 2 (neN) lorsque a, tend vers 0,
vV

e

soit des fréquences d’excitation v, :2v0,v0,§v0,%v0, etc. Le cas n=1, le plus connu,

correspond a la premiére résonance paramétrique ou la fréquence d’excitation v, est
double de la fréquence propre v, du systéme. On montre que dans le cas a, <1, la lar-
geur des résonances est une fonction décroissante de n, en accord avec I'observation de
la figure 2 : la largeur de la n-ieme bande est de l'ordre de a; . Ainsi pour a, <1, la réso-

nance la plus large est obtenue pour n=1.
2.0

29
Figure 2 : Diagramme de stabilité de I'oscillateur paramétrique. Les zones hachurées représentent
les domaines ou les solutions de I'équation (2) sont non périodiques.
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Nous venons de montrer qu'une variation périodique temporelle d’'un paramétre de
l'oscillateur autorisait des comportements non périodiques de ce dernier : les résonances.
Nous allons maintenant examiner le cas analogue d’'un oscillateur dans le domaine spatial
et I'effet de la variation périodique dans I'espace d’un de ses parametres.
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2. EQUATION GENERATRICE DE L’OSCILLATEUR PARAMETRIQUE SPATIAL

Les oscillateurs dans le domaine spatial apparaissent facilement dés lors qu’on
s'intéresse aux équations de propagation des ondes. A partir de trois exemples, nous al-
lons montrer comment, la variation périodique spatiale d’'un paramétre de I'équation per-
met de se ramener a I'équation génératrice d’un oscillateur paramétrique.

2.1. Cristaux photoniques

L’équation de propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu non homo-
géne de constante diélectrique £(r') s’écrit pour la partie champ électrique [11] :
&(F) 0°E
c? o
ou E est le vecteur champ électrique. Nous allons par la suite, nous limiter a la propaga-
tion d’une onde polarisée suivant €,, de pulsation @, dans un milieu unidimensionnel infini

AE —grad div E - =0 (3)

d'axe z :E(z,t)= E(z)e'é, . L'équation (3) devient alors :

d’E  &(z)0?
—+ E=0 4
dz? o’ @
Dans le cas ¢(z) uniforme, cette équation s’écrit :
d’E
4 +kE=0 (5)

avec la relation de dispersion entre le vecteur d'onde k, et la pulsation o :

&(z)
pe

ky = ky(@) = a)ﬁ. Supposons maintenant que varie périodiquement dans I'espace :
c
c’est le cas des cristaux photoniques, dénommés miroirs de Bragg dans le cas unidimen-

sionnel. Soit g(f) =by+.

o

b cos(anmzjson développement en série de Fourier' ot L

c m=1"m
est sa période. L’équation (4) s’écrit alors :
d’E = b,
+w°by|1+ ) —cos(G,z) |E=0 6
O a1 5 Becon(c ) ©

ky(w)= w\/a représente alors le vecteur d’'onde propre du systéeme c’est-a-dire le vecteur

d’onde de la fonction E(z) en I'absence d’excitation périodique (b,, =0 pour m>1): 1

Ny

est la vitesse de phase moyenne d’'une onde dans le cristal photonique. G :ZT” est le

vecteur de base du réseau réciproque et G, =mG. Posons a,, :b—’" 'amplitude réduite
0

de la m-ieme harmonique de I'excitation. Nous obtenons alors I'’équation génératrice d’'un

oscillateur paramétrique spatial.

1 L’origine du repeére spatial a été choisie pour ne conserver que les termes en cosinus.
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2
Zf+k2 {1+Za cos(G z)}E 0 (7)

m=1
Cette équation est 'analogue spatial de I'équation (2) ou k, :a)\/a joue maintenant le

réle de o, et G,, celuide w,. D'aprés les résultats du paragraphe 1, les solutions de cette

équation peuvent étre non périodiques® : créant ainsi des bandes de valeurs de » pour
lesquelles la propagation des ondes est interdite. Les cristaux photoniques ont effective-
ment la propriété d’étre des miroirs parfaits dans certaines gammes de fréquence : ces
gammes correspondent aux résonances de l'oscillateur paramétrique spatial décrit par
I’équation (7).

2.2. Cristaux phononiques

Les cristaux phononiques sont aux ondes sonores ce que les cristaux photoniques
sont aux ondes lumineuses. Ce sont donc des milieux matériels (solides ou fluides) dans
lesquels la vitesse du son varie périodiquement dans I'espace. Le raisonnement tenu dans
le paragraphe ci-dessus peut alors étre repris. Considérons le cas simple de composites
solides/solides [12] unidimensionnels : c’est le cas des super-réseaux [13]. Si U est le dé-
placement atomique et si les variations des coefficients élastiques sont négligeables (ce
qui est le cas dans des super-réseaux standard GaAs/AlAs) les ondes sonores sont solu-
tions de [14] :

_ 10%
v2 ot? 0 ®)

Ou v, est la vitesse du son dans le matériau. Ici aussi, si la vitesse du son est uniforme

dans le matériau, la relation de dispersion s’écrit k, = ko(w):iw. Par contre, si —12- est
% 1%

s s

une fonction périodique de période L, elle est développable en série de Fourier

_b +>." b,cos(G,z). Considérant une onde de pulsation w, i(z,t)=i(z)e™,

N

S <
~ v

z) vérifie :
g, b _
—+k (a)){1+ zb—"’cos(sz)}u =0 9),

2
d m=1 Mo

équation identique a I'équation (7), mais ou b, est la moyenne de linverse du carré des
vitesses (toujours non nul).

2.3. Electron dans un cristal

Dans un cristal et dans le cadre de I'approximation de I'électron indépendant, les états
propres de I'énergie des électrons sont donnés par I'équation de Schrédinger indépen-
dante du temps [15] :

— Ay (R)+V(r)y(r)=gy(r) (10)

2 Comme nous le verrons ci-dessous, la présence de nombreuses harmoniques n’altere pas la présence

des bandes de résonance.
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ou V(r) est le potentiel moyen (théorie de champ moyen), de méme périodicité L que le
réseau cristallin, vu par I'électron. Energies et potentiels sont exprimés en unité de Zh_rzn

Pour simplifier, nous nous limitons au cas unidimensionnel suivant z. Comme dans les
cas précédents, ici aussi en I'absence d’excitation périodique (électron libre V(r)=0), les
états propres sont des ondes planes de vecteur d’'onde k, vérifiant la relation de disper-
sion ky(€)= JE Dans le cas ou le potentiel moyen V(z) est périodique, son développe-

ment en série de Fourier peut s'écrire® : V(z) = —Z;:1bm cos(sz) ;

d’w(2) > b,
———+E&|1+ ) Zcos(G, z z)=0 1
o 2, ~5008(Gy2) |v(2) (11)

Nous retrouvons & nouveau I'équation génératrice (Equation (7)) de I'oscillateur para-
métrique spatial pour la fonction d'onde y(z) [21]*. Les solutions non périodiques de cet
oscillateur, c’est-a-dire les résonances paramétriques, correspondent aux bandes d’éner-
gies interdites ou gaps dans les cristaux.

2.4. Analogies et différences entre oscillateur paramétrique temporel
et la propagation des ondes dans le milieu périodique

Nous avons montré comment I'équation d’'une onde se propageant dans un milieu pé-
riodique se réduit a celle d'un oscillateur paramétrique spatial. La similarité des équations
nous a conduits a utiliser les résultats de I'oscillateur paramétrique temporel pour expli-
quer I'existence de solutions non périodiques dans le cas spatial. Néanmoins, si les équa-
tions sont similaires, des différences importantes méritent d’étre mentionnées et permet-
tent de mieux appréhender la différence entre oscillateurs paramétriques temporels et
spatiaux. Prenons les exemples du pendule et des électrons.

Dans le cas d'un pendule paramétrique, la fréquence propre v, du systéme reste fixe
et la fréquence d’excitation v, varie : la fréquence propre du systeme est déterminée par
la gravité et la longueur du pendule et nous ajustons la fréquence v, de I'excitation pour

obtenir une amplification. De ce fait, de I'énergie peut étre transférée au systéme via
I'excitation : pour le pendule, c’est le travail de la force agissant sur l'origine (soit moteur
soit résistant) qui augmente ou diminue I'énergie de systéme. La résonance correspond a
une croissance et/ou décroissance exponentielle de I'amplitude des oscillations (la dé-
croissance s’observe si un mauvais accord de phase existe entre notre mouvement et ce-
lui du pendule) et donc a un travail en moyenne moteur/résistant de cette force. Dans le
cas d’'un mouvement périodique, le travail de cette force est en moyenne nul sur une pé-
riode du mouvement (attention, la période du mouvement n’est pas la période propre du
pendule).

Dans le cas des électrons dans un cristal, le vecteur d’'onde d’excitation i.e. le vecteur
de base du réseau réciproque G est fixé. La résolution de I'équation (10) correspond a la
recherche des états stationnaires du systéme d’énergie propre £ donnée. Les résonan-

La référence des énergies potentielles est telle que la moyenne de V(z) est nulle et I'origine du repere a
été choisie judicieusement pour n’avoir que des termes en cosinus.

4 Attention, dans le cas des électrons dans un cristal, 'amplitude réduite a,= b?m dépend de I'énergie £.
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ces surviennent pour certaines valeurs de £ pour lesquelles les solutions sont non pério-
diques. Au niveau énergétique, I'énergie de I'électron est fixée égale a £ et ainsi,
I'excitation, via le potentiel cristallin ne fournit ni n’absorbe d’énergie. Une résonance cor-
respond soit a une décroissance exponentielle de 'amplitude de I'onde : une onde éva-
nescente, soit @ une croissance exponentielle. Le milieu périodique joue alors un role
équivalent a une barriere de potentiel pour une particule quantique [16].

3. EFFET DES DIFFERENTES HARMONIQUES

Dans le paragraphe 1, nous avons analysé l'effet d’'une perturbation sinusoidale d’'un
parameétre de l'oscillateur. Dans le paragraphe 2, nous avons dans trois cas concrets, fait
intervenir un développement en série de Fourier du paramétre. Nous allons analyser I'effet
de la présence des différentes harmoniques sur I'oscillateur. Nous savons d’apres le para-
graphe 1, qu’'un terme en cos(kez) crée des résonances pour un vecteur d’'onde propre

%ks. L’équation (7) contient des termes en cos(G,z), on s’attend donc a ce que chaque

harmonique cos(sz) crée des résonances pour k(o ou £) = gGm :%G = éG (IeN).
La figure 3 montre schématiquement la position des bandes interdites dues a chaque
harmonique. L’ouverture de ces bandes survient donc lorsque k, =é méme en pré-

sence de plusieurs harmoniques. Elles résultent (sauf pour la premiére bande) de I'effet de
plusieurs harmoniques, mais comme on va le voir, il est possible de prédire la position et
la largeur de la premiére résonance en ne tenant compte que de la premiére harmonique.
L’intérét de cette analyse réside dans le fait que le calcul de la largeur de la résonance
principale pour une harmonique est facile @ mener sans faire appel a des calculs trop labo-
rieux.

Pour les harmoniques suivantes, malheureusement, la réponse du systéeme n’est pas
linéaire : la solution de I'équation (7) contenant deux harmoniques n'est pas la somme des
solutions pour chaque harmonique. Cependant, comme nous I'avons déja vu, la largeur de
la résonance / est surtout due a la premiére (n=1) résonance de I'harmonique m=/,
proportionnelle a a,. Les autres composantes m peuvent aussi contribuer si une de leurs
résonances n correspond (n =//m), mais leur largeur est proportionnelle & ay, = al!™. Par

exemple, en reprenant la figure 3, la deuxiéme résonance pourra étre approximée par la
premiére résonance de la deuxiéme harmonique si a, > aZ.
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e 2k, a lcos(G z) azcos(ZG z) a}cos(}G z) afos(étG 2, agos (5G z)
A] m=1 m=2 m=3 m=4 m=5
9 A —n=9 — n=3 |
8§ + —<n=8 —n=4 < n=2
7 + —n=7
6 4 === === =<2
5 4 >—<n=5 = n=l
4 T =<t == P =< e
3 4+ >—=<n=3 — n=l
2 + == =< n=1
1+ ==l

Figure 3 : Représentation schématique de I'ouverture des bandes interdites associés a chaque harmonique

en fonction du parameétre % .

3.1. Calcul analytique approché de la largeur de la premiére résonance
Nous envisageons ici la résolution approchée de I'équation (7) autour du vecteur
d’'onde % Conformément a I'analyse ci-dessus, nous ne conservons que I’harmonique en
cos(Gz) :
du ,
?+k0 (1+a,c08(Gz))u=0 (12),
ou k, désigne k,(w) dans le cas des cristaux photoniques et phononiques et k,(£) pour
les électrons dans les cristaux. On cherche des solutions de la forme de sinusoides de

vecteur d’onde % modulées par des fonctions lentement variables A(z) et B(z) :
u(z):A(z)cos[%z]+8(z)sin[gz) (13)

En négligeant les dérivées secondes de A et B, et les harmoniques supérieures,

I'identification des termes en cos(gz] et sin[%z] donne :

2 2
2898 112 Gl kdia_g (14)
2 dz 4 2
2 2
_oGaA kg_G_ g_kapg_g (15)
2 dz 4 2
2
d'ou ZZ'? +5k?A=0 (16)
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kT 1rve 2 [vea T
avec {ﬁ} :Z[[X —1] —[X E}j (17)
kO

avec = g
G/2

L’équation (16) est une équation différentielle du second ordre, a coefficients cons-
tants. La nature des solutions dépend du signe de 5k>.
¢ Si dk?*<0, les solutions de I'équation (16) sont des fonctions hyperboliques et la solu-
tion générale u (Equation (13)) contient des termes non périodiques : il n’y a pas de

propagation de I'onde dans le matériau. La bande de fréquence pour laquelle 5k* <0
détermine donc la bande interdite du systéeme.

¢ Si 6k*>0 : les solutions de I'équation (16) et donc la solution générale u (Equation
(13)) sont propagatives. A(z) et B(z) variant sinusoidalement a la fréquence spatiale
Sk, l'onde u est composée de deux fréquences spatiales : %ﬂi‘k et g—dk. k,

étant relié a la pulsation » des ondes (électromagnétiques ou sonores) ou a I'énergie
£ des électrons, I'équation (17) permet donc aussi de déterminer la relation entre la
pulsation temporelle ® ou I'énergie des électrons £ et le vecteur d’'onde : c'est-a-dire
la relation de dispersion @ =f(k) ou £ = g(k) au voisinage de la bande interdite.

La bande interdite, correspondant a 5k? <0, se déduit facilement :
a y2 2 a y2
-jx <(x _1)<E1X (18)

G <k, < G
2\/1+i
2

Dans le cas des cristaux photoniques ou phoniques k,(®) = a)\/g :
G

G
<<
2, by \1+% 2By 1-2

Si a, <1, un développement limité conduit & une largeur de la bande interdite Aw =

(19) (20)

(21) (22)

Ga,

2,/b,”

Elle est bien proportionnelle & a, comme annoncé dans le paragraphe 1.

Dans le cas des électrons dans les cristaux, la résolution est légérement modifiée de
par la dépendance de a, en £ (cf. Equation (11)), on obtient :

Sk T 1 2 [ b2 7T
[&] 4[] @)
X=Z
G*/4

avec
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) . . G* b, G® b,
Ce qui conduit au gap : 2 + 2 <E< 72 (24) (25)
Cette derniére expression est identique a I'expression (9.27) de I'ouvrage de ASHCROFT et
MEeRMIN [15]. En effet, en physique du solide, la résolution du modele de I'électron libre
dans un potentiel faiblement périodique est exactement I'analogue du calcul ci-dessus : au
voisinage des réflexions de Bragg (correspondant aux différentes résonances évoquées
ci-dessus) et en dehors de la bande interdite, les fonctions d’ondes électroniques sont des
mélanges d’ondes planes (correspondant a nos ondes propagatives de vecteurs d’onde

%Jr&k et %qSk ) et la largeur de la bande interdite, calculée par un développement en

perturbation au premier ordre, varie linéairement avec I'amplitude de ’harmonique du po-
tentiel.

Nous allons maintenant comparer nos prédictions théoriques basées sur un calcul
analytique approché a celles obtenues par une résolution numérique tenant compte de
toutes les harmoniques. Seront calculés les bandes interdites ainsi que le diagramme de

dispersion autour des vecteurs d’onde g et G obtenus dans le calcul analytique, respec-

tivement a partir de la premiere harmonique cos(Gz) et de la deuxiéme cos(2Gz).

4. APPLICATION AU CAS DU CRISTAL PHONONIQUE

Nous nous proposons dans cette partie de calculer de deux maniéres différentes le
diagramme de dispersion d’un cristal phononique. Ce cristal est constitué d’'une superposi-
tion de couches d'Arséniure de Gallium (dg,,, =59 nm) et d’Arséniure d’Aluminium

(d s =2,35 nm) [17]. L’étude concerne ici la propagation des ondes longitudinales. Ces
composés ont comme vitesses du son [7] :
Vg gons =4726 ms™’ (26)

v =5630ms™’ (27)

s,AlAs

La méthode de la matrice de transfert [7-8] permet de calculer de maniere exacte le dia-
gramme de dispersion d’'un super-réseau de ce type : elle s’applique principalement dans
le cas ou le paramétre de l'oscillateur est une fonction constante par morceaux de
I'espace. Cependant, la théorie induit des calculs assez lourds [8]. On comparera ces so-
lutions exactes a celles des équations de I'oscillateur paramétrique. Sur la figure 4, nous
avons représenté le diagramme de dispersion calculé de maniere exacte par la méthode
de la matrice de transfert (noir) et celui en utilisant 'équation de I'oscillateur paramétrique
(rouge et bleu) aux voisinages des deux premiéeres résonances. Nous nous sommes res-
treints a I'étude des deux premieres résonances dues aux deux premiéres harmoniques
cos(Gz) (rouge) (vers 0,3 THz) et cos(2Gz) (bleu) (vers 0,6 THz) et nous nous sommes
placés dans la premiére zone de Brillouin du super-réseau. C’est-a-dire que pour chaque
fréquence, on détermine les fréquences spatiales (vecteurs d'ondes) qui composent

I'onde, et qu’on les reporte sur le graphe modulo G, entre —% et %

La figure 4 montre un excellent accord entre les deux modeéles pour ce qui est de la
prédiction du premier gap autour de 0,3 THz : celui-ci correspond a la premiere résonance
due au terme en cos(Gz). Le diagramme de dispersion est quant a lui en trés bon accord
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proche du gap puis diverge légérement : en effet, le calcul analytique a été limité au pre-

mier ordre négligeant les termes en cos[%z) a la fois dans I'’équation (13) et dans le

développement des équations (14) et (15).

Frequence (THz)

0.0
-G/2 0 G/2

1
vecteurs ondes (nm )

Figure 4 : Diagramme de dispersion dans la premiére zone de Brillouin d’'un super-réseau GaAs/AlAs calcu-
1é & partir de la méthode de la matrice de transfert (pointillé noir) et a partir des équations de 'oscillateur pa-
ramétrique (rouge et bleu suivant le gap considéreé).

En ce qui concerne la deuxieme résonance autour de 0,6 THz, notre prédiction (ne te-
nant compte que de la premiere résonance due a ’harmonique en cos(2Gz)) reste accep-
table : I'erreur sur la largeur de la bande interdite est d’environ 9 %. En se reportant a la
figure 3, les deux harmoniques, en cos(Gz) et en cos(2Gz) sont responsables de la réso-

2
nance a 0,6 THz. La largeur G (pour le calcul de celle-ci voir LANDAU et LIFCHITZ [2])

4o,

de la deuxieme résonance due a '’harmonique cos(Gz) est de l'ordre de 12 % de

a,G

2/b,’
largeur de la premiére résonance due a I'harmonique cos(2Gz). Ce rapport s’explique par
la décroissance de la série des a, : a, <a,. Ces 12 % sont bien du méme ordre de gran-

deur que les 9 % d’erreur mesurée : une résolution exacte traitant les deux résonances de
maniere cohérente est nécessaire pour aller plus loin.

Notre prédiction des résonances ne considérant qu'une harmonique peut méme deve-
nir mauvaise pour certaines ouvertures de gap suivant les résonances considérées : nous
mesurons 40 % d’erreur pour la prédiction du troisiéme gap pour un rapport a’/a, de
'ordre de 0,13. Cette remarque démontre que ne considérer que la premiére résonance
de la m-ieme harmonique pour le calcul de la m-iéme ouverture de gap avec m >1 peut
facilement aboutir a un résultat erroné : cela dépend essentiellement de la vitesse de dé-
croissance de la série des a,,. Par contre, le résultat pour m =1 est lui toujours valable au

premier ordre en a,.
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CONCLUSION

Les équations de l'oscillateur paramétrique ne s’appliquent pas uniquement au cas
temporel comme il est coutume de le présenter, mais sont beaucoup plus générales et
permettent de comprendre les bandes interdites lors de la propagation d’'onde dans les
milieux périodiques. Cette analogie entre milieu périodique et oscillateur paramétrique est
trop rarement soulignée.

Les équations de l'oscillateur paramétrique ne sont pas solubles simplement et les dif-
férentes approximations conduisent souvent a des calculs mathématiques complexes.
Cependant, dans le cas d'une excitation sinusoidale de faible amplitude, le calcul de
'ouverture du premier gap, le plus prononcé est relativement facile a mener. Nous avons
montré comment il peut étre utilisé pour calculer la position et la largeur de la premiére
bande interdite (et parfois celles des bandes supérieures) dans le cas d’'une excitation pé-
riodique quelconque via un développement en série de Fourier.
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