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Chapitre 1

Introduction

La pr�ediction de la forme d'�equilibre des cristaux est un tr�es vieux sujet
qui a �et�e d�ej�a largement discut�e (voir par exemple [1, 2, 3, 4]). Pour pr�edire la

forme que doit adopter un cristal de volume donn�e, la thermodynamique nous
impose de minimiser l'�energie de surface �a volume constant. Pourtant, l'exp�erience

quotidienne nous met face �a des cristaux hors de leur forme d'�equilibre : la forme

d'un simple caillou dans une cour de r�ecr�eation ne re
�ete pas sa forme la plus
stable. De même, un diamant taill�e conserve la forme que le bijoutier a bien voulu
lui donner. Les lois de la thermodynamique ne sont cependant pas viol�ees : c'est
uniquement un facteur cin�etique qui interdit un retour vers la forme d'�equilibre.

La miniaturisation des composants �electroniques notamment, ont pouss�e les

physiciens �a �etudier des objets de taille microscopique et même nanoscopique. De
telles dimensions conf�erent �a ces cristaux des caract�eres tout �a fait particuliers.

Ce travail propose un voyage dans le monde des objets nanoscopiques �a travers
l'�etude de certaines de leurs propri�et�es.

Pour fabriquer de tels objets, la croissance des �lms minces s'av�ere être une
des technologies les plus utilis�ees et les plus 
exibles. Il s'agit de d�eposer de fa�con

contrôl�ee des atomes, des mol�ecules ou des agr�egats sur un substrat, a�n de cr�eer
un �lm. Parmi les techniques de d�epôt utilis�ees, on peut citer l'�epitaxie par Jets

Mol�eculaires (MBE) pour les d�epôts d'atomes ou de mol�ecules et, pour les d�e-

pôts d'agr�egats [5], la technique LECBD (Low Energy Cluster Beam Deposition)
[6, 7] utilis�ee au D�epartement de Physique des Mat�eriaux de Lyon. A l'aide de ces

techniques, l'exp�erimentateur peut jouer sur la taille et la composition des �lms



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

et ainsi obtenir des propri�et�es originales. Les applications possibles de ces d�epôts

sont extrêmement importantes puisqu'elles concernent, non seulement la fabrica-

tion des composants �electroniques et opto-�electroniques mais aussi l'�elaboration

de nouveaux mat�eriaux (voir par exemple [8, 9, 10, 11, 12, 13]).

L'�etude pr�esent�ee ici d�eveloppe deux aspects de cette croissance :

{ la relaxation de forme de cristallites.

{ les interactions entre couches d�epos�ees et substrat.

Lors de la cr�eation d'une couche mince, les atomes ou agr�egats sont d�epos�es

sur le substrat avec un 
ux que nous consid�ererons ici constant. Ceux-ci di�usent

[14] jusqu'�a se rencontrer pour former un �̂lot, ou jusqu'�a rencontrer un �̂lot d�ej�a

form�e. Ainsi, le premier stade de la croissance est la formation d'̂�lots sur la surface

du substrat [5, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. La forme acquise par les �̂lots est donn�ee par
la cin�etique de la croissance. Combien de temps mettront ces �̂les pour retourner
dans leur �etat d'�equilibre si l'on coupe alors le d�epôt? D'autre part, si le d�epôt se
poursuit, l'�etape qui suit la formation des �̂lots est leur coalescence jusqu'�a former

une couche compl�ete. Ces �̂lots coalescent-ils rapidement par rapport au temps
caract�eristique du d�epôt de mati�ere? Ces deux questions peuvent se r�esumer en
une seule qui sera le premier sujet de notre �etude : A quelle vitesse des cristaux
nanoscopiques hors d'�equilibre retournent-ils vers leur forme d'�equilibre?

Des �etudes exp�erimentales ont permis d'une part, d'�etudier la forme d'�equi-

libre de certains cristaux [21, 22] et d'autre part, de s'int�eresser �a la cin�etique
de relaxation de forme de ces cristaux (voir [23, 24] pour des �̂lots de lacunes).

Une des conclusions qualitatives de ces travaux est que le temps de relaxation
des cristaux crô�t tr�es rapidement avec leur taille. La cin�etique de retour vers
l'�equilibre des nanocristaux est beaucoup plus rapide que celle de cristaux ma-
croscopiques (voir par exemple [25, 26]). De tr�es nombreux travaux th�eoriques

ont accompagn�e les d�eveloppements exp�erimentaux.Ces th�eories concernent aussi
bien la relaxation vers l'�equilibre d'un cristal donn�e que la relaxation d'une sur-
face. La th�eorie de r�ef�erence permettant de pr�edire le temps de relaxation de

forme de cristaux est une th�eorie continue d�evelopp�ee par Mullins et Herring
[27, 28, 29, 30] dans les ann�ees 50 et appliqu�ee par Nichols [31, 32] au cas de deux

sph�eres qui coalescent. Malheureusement, cette th�eorie ne peut d�ecrire la relaxa-
tion de nanocristaux �a basse temp�erature : la pr�esence de facettes interdit dans
ce cas l'utilisation de certaines notions �a la base des raisonnements de Mullins et

de Herring. A basse temp�erature, les surfaces cristallines poss�edent de tr�es larges

terrasses. Ainsi, pour d�ecrire la relaxation de ces surfaces, de nombreux auteurs

[33, 34, 35, 36, 37] ont e�ectu�e des bilans microscopiques de transport de ma-

ti�ere entre terrasses. D'autres [38, 39, 40, 41] ont tent�e de g�en�eraliser la formule
du potentiel chimique de Herring pour le cas des basses temp�eratures. Carter et

al. [42] ont d�evelopp�e une th�eorie bas�ee sur une approche m�esoscopique valable �a
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tr�es basse temp�erature. En�n, on d�enombre quelques �etudes num�eriques. Certains

ont d�evelopp�e des simulations Monte Carlo de la relaxation de pro�l de surface

[25, 43] ou des di��erentes �etapes de la relaxation d'un cristal bidimensionnel [44],

et di��erents groupes se sont int�eress�es �a la coalescence de deux agr�egats �a l'aide

de simulations de Dynamique Mol�eculaire [45, 46, 47]. Malheureusement, la Dy-
namique Mol�eculaire, tr�es gourmande en temps de calcul, permet uniquement

une �etude du d�ebut de la coalescence de deux agr�egats et non de la relaxation

globale des cristaux ainsi cr�e�es.

Notre approche sera un peu di��erente. En e�et, nous nous proposons d'�etudier
les lois d'�echelle du temps de relaxation en fonction de la taille caract�eristique des

cristallites et de la temp�erature �a partir de simulations Monte Carlo cin�etiques.

Voici, le plan de cette premi�ere partie :

- Le chapitre 2, apr�es avoir discut�e des m�ecanismes de transport susceptibles
d'être responsables de la relaxation, pr�esentera les d�etails et les limites de la

th�eorie de Mullins puis les principaux ingr�edients des simulations.
- Le chapitre 3 sera consacr�e �a l'�etude de cristaux bidimensionnels. Nous donne-
rons �a la fois les r�esultats obtenus par les simulations ainsi qu'une interpr�etation

de ces r�esultats. Un mod�ele permettant de pr�edire les temps de relaxation �a basse
temp�erature sera expos�e.

- Le chapitre 4 concernera l'�etude de la relaxation de nanocristaux tridimension-

nels. De même qu'�a deux dimensions, nous donnerons les r�esultats des simulations
ainsi qu'une interpr�etation de ces r�esultats. La derni�ere partie du chapitre sera
consacr�ee �a la comparaison des relaxations bi- et tridimensionnelles.
- Au chapitre 5, nous tenterons de comparer nos r�esultats avec des observations

exp�erimentales �etablies �a partir d'un d�epôt d'or sur graphite HOPG.

L'analyse pr�ec�edente de la relaxation des cristallites n'aborde qu'un aspect
bien particulier des d�epôts en couches minces. Aussi, nous allons, dans une

deuxi�eme partie de ce m�emoire, e�ectuer une �etude de la croissance des couches
contraintes [48]. En e�et, nous n'avons, jusqu'ici, tenu compte ni des interactions
entre couches d�epos�ees et substrat ni des propri�et�es �elastiques de chaque mat�e-
riau. Imaginons que le substrat ait un param�etre de maille a, alors que les atomes

du d�epôt ont un param�etre b dans le solide. Lors du d�epôt, les atomes d�epos�es

voient le potentiel d�e�ni par les atomes du substrat et doivent donc accorder leur

param�etre de maille �a celui du substrat (au moins au d�epart) : ceci cr�ee une ten-
sion ou une compression dans les couches d�epos�ees. L'�energie �elastique accumul�ee
augmente avec la quantit�e de mat�eriau d�epos�e. Le syst�eme ne pouvant accumu-

ler de l'�energie ind�e�niment, va tenter de relaxer cette �energie. La cr�eation de

dislocations dans la couche [49] constitue une premi�ere possibilit�e de diminuer

cette �energie. L'alternative est la cr�eation d'̂�les tridimensionnelles : les atomes au
sommet des �̂les peuvent adopter leur distance interatomique naturelle et le gain

en �energie �elastique est alors plus important que la perte en �energie de surface.
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Nous allons au cours de cette deuxi�eme partie nous int�eresser �a la croissance

de ces structures tridimensionnelles et nous exclurons toute possibilit�e de cr�ea-

tion de dislocations. Les applications possibles de ces syst�emes en font des su-

jets de recherche tr�es �a la mode : d'une part, ces �̂les tridimensionnelles peuvent

s'auto-organiser sur le substrat et d'autre part, leur taille (de l'ordre de quelques
nanom�etres) en fait des candidats potentiels pour confectionner des bô�tes ou �ls

quantiques [50]. Une des grandes applications possibles de ces structures concerne

la fabrication des �ecrans vid�eo : ces syst�emes constituent des r�eseaux de pointes

dont il s'agira de contrôler l'�emission. Une bonne compr�ehension des ph�enom�enes

mis en jeu et un contrôle de la croissance de ces couches sont n�ecessaires pour
pouvoir utiliser ces r�eseaux d'̂�les tridimensionnelles dans des applications. Or,

�a ce jour, bien que la naissance de ces r�eseaux soit qualitativement comprise,

la pr�ediction de la taille et de la densit�e de ces �̂les n'est encore pas acquise.

D'ailleurs, les chercheurs s'opposent encore sur les m�ecanismes �a l'origine de la

stabilit�e de ces syst�emes tridimensionnels : correspond-elle �a un �equilibre ther-
modynamique (�eventuellement m�etastable) ou est-elle le fruit de ph�enom�enes
cin�etiques [51, 52, 53]?

Dans le chapitre 6, nous proposons d'e�ectuer une �etude des propri�et�es d'�equi-

libre de ces couches. En utilisant des ingr�edients tr�es simples, tels que les �energies
�elastiques de relaxation des �̂les, les �energies d'interactions entre �̂les et les �ener-
gies de surface, nous �etablirons une relation donnant l'�energie totale d'une couche
contrainte. En minimisant cette �energie, nous montrerons que des r�eseaux d'̂�les

contraintes coh�erentes peuvent être stables ou �eventuellement m�etastables.
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Chapitre 2

Techniques diverses et d�e�nitions

Ce chapitre pr�esente dans un premier temps un bref �etat des connaissances

concernant la relaxation de forme de cristaux nanom�etriques. Nous pr�esentons
ensuite rapidement les di��erents aspects techniques de l'�etude : tout d'abord, les
simulations Monte Carlo en justi�ant le choix de cette technique puis le mod�ele
physique que nous utiliserons tout au long de l'�etude. En�n, les grandeurs prin-

cipales �etudi�ees au cours de ce travail seront d�e�nies.
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2.1 Etat de l'art

Lors de la relaxation de forme d'un cristal hors d'�equilibre vers sa forme d'�equi-

libre, un transfert de mati�ere doit n�ecessairement être e�ectu�e. La premi�ere partie

de ce chapitre exposera les di��erents m�ecanismes de transport possibles mis en jeu

lors de ce transfert. Seul le m�ecanisme de transport le plus e�cace sera conserv�e

pour l'�etude. Nous exposerons ensuite la th�eorie continue �elabor�ee dans les ann�ees

cinquante par Mullins et Herring. Cette th�eorie pr�edit la cin�etique de relaxation
de forme des cristaux. Les conditions d'application de cette th�eorie et ses limites

seront examin�ees. Dans une derni�ere partie, nous exposerons quelques aspects

techniques de notre travail : mod�ele utilis�e pour les simulations, algorithme et
d�e�nitions des di��erentes grandeurs d'�etude.

2.1.1 M�ecanismes de transport

Les m�ecanismes de transport atomique mis en jeu lors de la relaxation de
forme de cristaux nanom�etriques sont au nombre de trois : di�usion dans le vo-
lume, di�usion de surface et di�usion par la vapeur.

La di�usion par le volume est un processus de transport tr�es lent [19], et il faut
se placer �a haute temp�erature pour que celui-ci commence �a jouer un rôle non
n�egligeable. Nous n�egligerons donc ce processus, la di�usion par la vapeur ainsi

que la di�usion de surface �etant des processus de transport bien plus e�caces
dans les r�egimes o�u nous nous placerons. Pour les comparer, suivant l'analyse

e�ectu�ee par Pimpinelli et Villain [19], nous appelons �v le temps caract�eristique

d'�evaporation d'un atome de surface et Ds le coe�cient de di�usion de surface.
Un atome de surface parcourra une distance de l'ordre de l0 =

p
Ds�v pendant

le temps �v mis par l' atome avant de s'�evaporer. Ainsi, la di�usion de surface
des atomes est plus e�cace que celle par la vapeur pour des transports sur des

distances inf�erieures �a l0. Au del�a de cette distance l0, la di�usion par la vapeur
devient la plus e�cace. D'autre part, la quantit�e l0 est activ�ee avec une �energie
d'activation positive (l'�energie d'activation du coe�cient de di�usion atomique
est inf�erieur �a celui de la probabilit�e par unit�e de temps d'�evaporation), si bien
que plus la temp�erature est faible, plus la valeur de l0 est grande. Dans cette

�etude, nous nous int�eressons en particulier au cas des basses temp�eratures et �a

des petites cristallites. Ainsi, la di�usion de surface des atomes est, dans ce cas,

le m�ecanisme de transport le plus e�cace. Jusqu'�a la �n de cette �etude, l'unique
m�ecanisme de transport envisag�e sera donc la di�usion de surface des atomes.

En�n, nous notons que le groupe de Patricia Thiel [25] aux Etats Unis a mon-

tr�e exp�erimentalement que la di�usion de surface �etait e�ectivement le m�ecanisme

de transport le plus e�cace dans le cas bien particulier d'un d�epôt d'argent sur
de l'argent (100) ( E�er et al. [23] et Schl�o�er et al. [24] ont obtenu des r�esultats

analogues dans le cas d'̂�lots de lacunes).
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Fig. 2.I { Lorsque le rayon R passe de R �a R + dR, il y a un accroissement de
la surface dS = 2�dR et un accroissement du volume dV = 2�RdR

2.1.2 Th�eorie continue

Dans cette partie va être expos�ee la th�eorie qui permet d'obtenir le temps de

relaxation d'un cristal en fonction de la temp�erature et de sa taille caract�eristique

dans l'approximation continue. C'est �a W. W. Mullins et C. Herring [27, 28, 29,
30, 31, 32] dans les ann�ees 50 et 60 que l'on doit cette th�eorie. Nous allons dans
un premier temps rappeler la formule donnant le potentiel chimique du cristal �a

un endroit donn�e d'une surface en fonction des param�etres g�eom�etriques locaux.

Puis dans un deuxi�eme temps, nous �etablirons l'�equation aux d�eriv�ees partielles

r�egissant la relaxation de forme d'un cristal.

Potentiel Chimique

Herring [29, 30] a �etabli la formule donnant la d�ependance du potentiel chi-
mique 1 � �a la surface d'un solide en fonction des param�etres g�eom�etriques locaux

de celle-ci.

� = 
(~n)(
1

R1

+
1

R2

) +
@2
(~n)

@n2x

1

R1

+
@2
(~n)

@n2y

1

R2

(2.1)

Dans cette formule, R1 et R2 sont les rayons de courbure principaux de la sur-

face, 
(~n) la tension super�cielle d�ependant de l'orientation ~n de la normale �a
la surface. nx et ny sont les projections de ~n sur le plan tangent �a la surface au
point consid�er�e, l'axe x �etant choisi dans la direction de la courbure principale
1=R1, et l'axe y dans celle de la courbure principale 1=R2.

Nous ne d�etaillerons pas ici le calcul permettant d'�etablir l'�equation 2.1. Cette

formule se comprend n�eanmoins facilement dans le cas bidimensionnel o�u le cristal
est un cercle de rayon R avec une tension super�cielle 
 isotrope. Elle r�esulte
simplement de l'�egalit�e entre un terme de surface dFs = 2�
dR lors de la variation

du rayon R ! R + dR du cercle (cf �gure 2.I), avec un terme volumique dFv =
2�RdR��. Nous retrouvons 2 alors bien �� = 


R
.

1. Nous ne rentrerons pas ici dans le d�etail de la d�e�nition du potentiel chimique d'un solide,

voir P. Nozi�eres [4] pour une discussion �a ce sujet. Le potentiel chimique d�e�ni par Herring est

celui qui doit intervenir dans les propri�et�es de transport de la mati�ere.

2. Rigoureusement, il faut minimiser l'�energie totale F = Fs + Fv, ce qui correspond �a
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Relaxation

Le processus de transport �etant la di�usion de surface, le 
ux surfacique ~js
de particules �a la surface du cristal peut, en premi�ere approximation, être donn�e

par une relation de type Fick :

~js = �
Ds

kbT
~r� = �

Ds

kbT
~r
 

(~n)(

1

R1

+
1

R2

) +
@2
(~n)

@n2x

1

R1

+
@2
(~n)

@n2y

1

R2

!
(2.2)

O�u Ds est le coe�cient de di�usion surfacique, ~r est le gradient bidimensionnel

le long de la surface, kb est la constante de Boltzmann et T la temp�erature.

Notons que cette expression est valable dans l'approximation d'un gradient de
potentiel chimique su�samment faible. D'autre part, la conservation du volume

total impose :
vn + �
2~r:~js = 0 (2.3)

O�u vn est la projection de la vitesse de l'interface suivant la normale �a l'interface,

 est le volume atomique et � est le nombre d'atomes par unit�e d'aire de la
surface participant au transport.

En combinant les �equations 2.1 et 2.3, il vient :

vn =

2�Ds

kT
r2� =


2�Ds

kT
r2

 

(~n)(

1

R1

+
1

R2

) +
@2
(~n)

@n2x

1

R1

+
@2
(~n)

@n2y

1

R2

!

(2.4)
Dans cette formule, r2 d�esigne l'op�erateur Laplacien.
Dans le cas �a deux dimensions 3 , cette formule s'�ecrit simplement :

vn =

2�Ds

kT
r2� = Br2 ~


R
(2.5)

Avec B = 
2�Ds

kT
, ~
 = 
(�) + d2
=d�2 (� est l'angle form�e entre la normale �a

l'interface et une direction �xe) et R le rayon de courbure. �Etant donn�e la for-
mule 2.5, il est clair que la dimension de B~
 est une (longueur)4=temps, et donc
(B~
t)1=4 donne l'ordre de grandeur de la distance sur laquelle une perturbation

locale de la surface s'�etend au temps t. De la mêmemani�ere, L4=B~
 donne l'ordre

de grandeur du temps qu'il faut pour qu'une perturbation de taille typique L dis-

paraisse.
Ainsi, cette th�eorie pr�evoit que le temps de relaxation d'un cristal sera propor-

tionnel �a la taille typique du cristal �a la puissance 4, et qu'il sera inversement
proportionnel au coe�cient de di�usion des particules le long de la surface du

cristal. Comme la di�usion est un processus activ�e, le temps de relaxation sera

lui aussi activ�e en temp�erature.

dF=dR = 0. Le lecteur consciencieux verra alors qu'il y a un probl�eme de signe dans la pseudo-

d�emonstration donn�ee ici. Le lecteur pourra se reporter directement aux articles de Herring

[29, 30] pour une d�emonstration plus rigoureuse

3. Le passage �a 2 dimensions ne modi�e pas les lois d'�echelle que nous allons �etablir. Il permet

de simpli�er les expressions dans un souci de plus grande clart�e.
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Limite de la th�eorie. Anisotropie

Malheureusement, l'�equation 2.5 n'est pas applicable �a basse temp�erature en

trois dimensions. En e�et, lorsque la temp�erature est au dessous de la temp�e-

rature de transition rugueuse [19, 54], la tension de surface 
(~n) poss�ede des
points de rebroussement (correspondant �a la pr�esence de facette sur la forme

d'�equilibre) qui produisent des singularit�es sur les fonctions @2
(~n)
@n2x

et@
2
(~n)
@n2y

. Nous

nous attendons alors �a ce que la th�eorie continue ne soit plus valable �a basse

temp�erature. Plusieurs groupes ont tent�e d'�etablir une nouvelle loi de la relaxa-

tion ou d'�etudier certaines propri�et�es d'�equilibre des cristaux �a basse temp�erature

[33, 34, 35, 36, 38, 40, 42, 43, 44]. Mais, �a notre connaissance, il n'existe actuel-
lement pas de th�eorie rendant compte correctement de la relaxation de cristaux

tridimensionnels �a basse temp�erature.

La prise en compte de l'anisotropie dans l'�equation 2.4 ne modi�era pas les
lois d'�echelle du temps de relaxation en fonction de la taille et de la temp�erature,

mais elle modi�era certainement le chemin cin�etique lors de la relaxation. Pour le
comprendre, il su�t de dilater toutes les distances de l'�equation 2.5 d'un facteur �
et d'examiner comment doit être dilat�e le temps pour retrouver la même �equation.

R ! R0 = �R (2.6)

vn =
dh

dt
! v0n =

dh0

dt0
= �

dh

dt0
(2.7)

r2 =
d2

ds2
! r02 =

d2

ds02
=

1

�2
d2

ds2
(2.8)

~
(~n) reste quant �a lui inchang�e, puisque la direction de la normale �a la courbe
en un point n'est pas a�ect�ee par une homoth�etie. A�n que l'�equation 2.5 reste

valable pour les quantit�es dilat�ees v0n = Br02~
(~n)=R0, le temps t0 doit v�eri�er :
t0 = �4t. La prise en compte de l'anisotropie ne modi�e donc pas les lois d'�echelle.

Exp�eriences-Simulations

Au niveau exp�erimental, la mesure du temps de relaxation en fonction de la

taille des cristaux est tr�es d�elicate �a e�ectuer. En e�et, la formule de Mullins pr�e-

dit une d�ependance tr�es forte du temps de relaxation en fonction de la taille des

cristaux. Ainsi l'exp�erimentateur sera tr�es limit�e dans le choix de la taille des cris-
taux dont il pourra observer la relaxation et ne pourra donc pas obtenir des temps
de relaxations sur plusieurs ordres de grandeur de taille : il sera par cons�equent

hasardeux de v�eri�er une loi d'�echelle. D'autre part, pour pouvoir conclure, il faut

être certain que le processus de transport responsable de la relaxation est bien

la di�usion de surface [25]. En�n, les cristaux observ�es exp�erimentalement sont
d�epos�es sur un substrat, lequel pourra �eventuellement in
uencer la relaxation :

une estimation de cette perturbation sera donc n�ecessaire.
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Pour ces di��erentes raisons, et même si la mesure directe exp�erimentale du

temps de relaxation des cristaux reste envisageable pour une taille donn�ee, il

semble di�cile avec les moyens techniques actuels de v�eri�er directement et

exp�erimentalement la validit�e de la loi de puissance pr�edite par Mullins.

2.2 Techniques de simulation. Mod�ele Physique

Le choix de la technique de simulation doit être adapt�e aux ph�enom�enes que

l'on d�esire �etudier. Notamment, l'�echelle de temps sur laquelle nous d�esirons ob-
tenir des r�esultats incitera �a prendre telle technique plutôt qu'une autre. Quant

au choix du mod�ele physique �a utiliser, il est crucial : il doit rendre compte du
plus grand nombre des ph�enom�enes physiques pr�esents en ne laissant de cot�e que

quelques d�etails. D'autre part, il doit être adapt�e �a la technique de simulation et

doit être su�samment simple pour que sa programmation ne soit ni trop labo-
rieuse ni trop coûteuse en temps de calcul. Nous examinerons, dans un premier

temps, quelle est la technique la mieux adapt�ee �a notre �etude, puid d�ecrirons le
mod�ele physique utilis�e tout au long de cette �etude, en�n viendront une br�eve
description de l'algorithme et dans un dernier temps, la d�e�nition des di��erentes

grandeurs �etudi�ees.

2.2.1 Pourquoi utiliser des simulations Monte Carlo?

Notre objectif est d'�etudier la relaxation des cristaux nanom�etriques par dif-
fusion de surface : ces cristaux contiennent de l'ordre du millier d'atomes. Une

�etude [47] de la coalescence d'agr�egats tridimensionnels e�ectu�ee �a l'aide de simu-
lations de dynamique mol�eculaire laisse entrevoir que la cin�etique de relaxation
est plus lente que celle pr�edite par Mullins. Cependant, les simulations de dyna-
mique mol�eculaire sont tr�es gourmandes en temps de calcul, il est donc di�cile,
voire impossible de suivre la relaxation totale d'un agr�egat d'environ 1000 atomes

par cette technique 4.

Une autre possibilit�e consiste �a utiliser des simulations Monte Carlo sur r�eseau

mieux adapt�ee �a notre objectif. En e�et, notre d�esir n'est pas de simuler pr�eci-

s�ement un mat�eriau donn�e, mais de d�eterminer et comprendre les m�ecanismes
dominants de la relaxation (notamment �a basse temp�erature) et les lois d'�echelle

du temps de relaxation en fonction de la taille des cristaux et de la temp�erature.
Les simulations Monte Carlo sont su�samment simples et rapides pour que les

temps de calcul restent raisonnables (certaines des simulations pr�esent�ees dans

ce m�emoire ont n�eanmoins demand�e plusieurs semaines de temps de calcul), elles

4. La dynamique mol�eculaire permet de simuler une relaxation sur un temps de l'ordre de

10�9s alors que la relaxation d'un cristal r�eel peut demander des temps de l'ordre de l'heure

voire plus suivant la temp�erature.
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nous permettront d'obtenir des r�esultats sur plusieurs ordres de grandeurs en

temps et de d�egager les m�ecanismes dominants de la relaxation.

Ces simpli�cations ne doivent alt�erer ni les m�ecanismes dominants, ni les lois

d'�echelle de la relaxation : notre unique garde-fou sera de retrouver convenable-

ment la loi de relaxation pr�edite par Mullins �a haute temp�erature. En e�et, nous
pensons que le choix de notre mod�ele physique et de la technique de simulation

permettra de rendre compte correctement de la physique de la relaxation et qu'il

nous donnera par cons�equent les bonnes lois d'�echelle. Malgr�e tout, nous verrons

dans la partie 4.3.8 que certains quantit�es mesur�ees peuvent d�ependre des simpli-

�cations et/ou de notre mod�ele : une discussion sur la validit�e de nos hypoth�eses
sera alors e�ectu�ees.

2.2.2 Choix d'un mod�ele physique simple

Nous allons maintenant d�ecrire le mod�ele physique que nous avons utilis�e
lors nos simulations. Ce mod�ele est quasiment le même pour les simulations �a
deux dimensions et �a trois dimensions, seuls quelques d�etails di��erent : nous les

pr�eciserons le moment venu.
Il s'agit d'un mod�ele tr�es simple de particules sur r�eseau avec interactions

de plus proches voisins. Nous avons utilis�e un r�eseau triangulaire pour les simu-
lations �a deux dimensions (une particule a donc au maximum 6 voisins) et un
r�eseau cubique faces centr�ees pour les simulations �a trois dimensions (maximum
12 voisins).

En ce qui concerne les propri�et�es �energ�etiques, l'�energie totale du syst�eme est
donn�ee par le nombre de liaisons entre voisins : Etotale = �nliaisonsE, o�u E est

l'�energie de liaison entre particules. Nous avons choisi E = 0:1 eV tout au long
de ce travail.

En�n, concernant les propri�et�es dynamiques, nous avons suppos�e que la bar-
ri�ere cin�etique de di�usion pour une particule �etait l�a aussi proportionnelle �a son
nombre initial de voisins sans tenir compte du nombre �nal de voisins. Cette

hypoth�ese tr�es forte signi�e que l'�etat de transition au cours d'une di�usion est
ind�ependant des �etats initial et �nal (voir Fig. 2.II), mais elle nous permet d'acc�e-
l�erer consid�erablement les simulations puisque la probabilit�e par unit�e de temps

qu'une particule bouge ne d�epend que de son �etat avant le saut et pas de son �etat
apr�es. La probabilit�e pi par unit�e de temps qu'une particule �a i voisins bouge

dans une direction quelconque est donn�ee par :

pi = �0e
�iE

k
b
T (2.9)

o�u �o est la fr�equence de Debye (nous avons pris �0 = 1013s�1 en faisant l'approxi-
mation que cette grandeur �etait ind�ependante de la temp�erature), kb la constante

de Boltzmann et T la temp�erature en Kelvin.
Ce mod�ele est tr�es simple et demandera par cons�equent peu de temps de

calcul. N�eanmoins, il permettra d'�etudier les m�ecanismes de la relaxation, et
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Fig. 2.II { Diagramme �energ�etique lors du mouvement d'une particule ayant 2
voisins dans l'�etat initial et 3 dans l'�etat �nal.

r�epond donc �a nos attentes. Il est int�eressant de noter que notre mod�ele n'a qu'un
seul param�etre : la valeur de E=kbT . Ainsi le choix de la valeur de E n'est pas

crucial. Nous pouvons v�eri�er que notre mod�ele satisfait bien au bilan d�etaill�e :
la probabilit�e par unit�e de temps qu'une particule saute d'un site �a i voisins vers
un site �a j voisins est pi (donn�ee par l'�equation 2.9), la probabilit�e pour qu'elle

e�ectue le mouvement inverse est pj ; il est alors facile de v�eri�er :

pi

pj
= e

�(i�j)E

kbT = e
��E
kbT (2.10)

Nous retrouvons la di��erence d'�energie entre les deux con�gurations �nale et
initiale.

D'autre part, une �etude ab initio [55] e�ectu�ee sur une surface de Al(111)
donne des valeurs de barri�eres cin�etiques du même ordre de grandeur que les
nôtres; le mod�ele utilis�e, certes tr�es simple re
�ete donc bien les propri�et�es de ma-
t�eriaux r�eels. Ce mod�ele ne tient compte d'aucune barri�ere \Ehrlich-Schwoebel"
[56, 57, 58] lorsqu'une particule descend ou monte une marche (�a trois dimen-

sions) ou passe un cran (�a deux dimensions). La �gure 2.III pr�esente les barri�eres

cin�etiques pour quelques sauts typiques. Nous avons suppos�e que la barri�ere cin�e-
tique pour qu'une particule quitte le cristal �etait tr�es sup�erieure �a la barri�ere de
di�usion : en pratique, nous avons interdit �a toute particule de quitter son cristal.

Les particules ne peuvent donc se d�eplacer que le long de la surface du cristal.

En�n, mentionnons les travaux du groupe de Metiu [44] �a Santa Barbara o�u
des simulations semblables sont d�evelopp�ees. Mais les barri�eres cin�etiques d'�ener-

gie sont calcul�ees de mani�ere tr�es pr�ecise en tenant compte de l'environnement

de chaque particule. De telles simulations permettent de d�ecrire avec plus de pr�e-
cision un mat�eriau donn�e mais elles explorent des �echelles de temps plus faibles

que les nôtres.
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(a)

Eact= 0.2 eV

(b)

Eact= 0.3 eV

Fig. 2.III { Exemple de barri�eres cin�etiques pour quelques sauts typiques �a deux
dimensions.

2.2.3 Techniques et astuces pour le Monte Carlo cin�etique

Nous d�ecrivons dans cette partie l'algorithme que nous avons utilis�e lors de

nos simulations. Les algorithmes de simulation Monte Carlo habituels [59] ont
l'inconv�enient de rejeter certains mouvements. Du temps de calcul est donc d�e-

pens�e sans que le syst�eme n'�evolue. Nous utilisons ici un algorithme [60, 61, 62, 63]
permettant de ne rejeter aucun mouvement.

Posons tout d'abord : �i = exp[�iE=(kBT )] avec i � 6 �a deux dimensions,

et i � 12 �a trois dimensions. Soit ni le nombre de particules ayant i voisins �a
un instant donn�e. A chaque it�eration, nous calculons la probabilit�e pi qu'une
particule ayant i voisins bouge :

pi =
(imax � i)ni�i

imax

Ps
i=1 (imax � i)ni�i

(2.11)

Avec imax = 6 �a deux dimensions, imax = 12 �a trois dimensions, et s un entier.
Nous consid�ererons pour le moment que s = 6 �a deux dimensions, et s = 12 �a

trois; nous reviendrons sur sa valeur plus tard.
Chaque particule est class�ee dans une cat�egorie en fonction de son nombre de
voisins. Nous commen�cons par choisir une de ces cat�egories avec la probabilit�e
donn�ee par 2.11. Une particule est ensuite choisie al�eatoirement parmi toutes les

particules de cette cat�egorie (ayant i voisins), et celle-ci bouge dans une direction

al�eatoire vers un site �nal non occup�e. Le temps crô�t alors d'une quantit�e :

dt =

 
�0

sX
i=1

(imax � i)ni�i

!�1
(2.12)

La probabilit�e par unit�e de temps pour qu'une particule donn�ee ayant i voisins

bouge est donc :
pi

nidt
=

(imax � i)

imax

�0�i (2.13)

Le terme (imax � i)=imax vient de l'hypoth�ese suivante : nous consid�erons qu'une
particule donn�ee (�a i voisins) re�coit de la part du r�eseau (par le biais de l'agi-

tation thermique) une impulsion dans une direction al�eatoire tous les temps
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��10 exp[iE=(kBT )]. Si le site dans lequel est envoy�e la particule est occup�e, celle-ci

ne bouge pas. Pour gagner du temps de calcul, nous for�cons la particule �a bouger

vers un site vide �a chaque fois qu'elle est choisie, mais par contre, nous devons

rajouter le facteur (imax � i)=imax pour r�etablir l'�equilibre des probabilit�es de

mouvement. Ainsi, la probabilit�e par unit�e de temps qu'une particule re�coive une
impulsion du r�eseau est bien : �0�i = �0 exp[�iE=(kBT )]. Cet algorithme est tr�es

rapide [60, 61, 62, 63] puisqu'il permet de ne rejeter aucun mouvement : chaque

it�eration contribue �a l'�evolution du syst�eme.

Revenons maintenant sur la valeur de s. Dans l'unique but d'acc�el�erer les

simulations, nous avons arbitrairement pris s = 3 �a deux dimensions et s = 6
�a trois dimensions. Cette hypoth�ese correspond �a n�egliger le mouvement des

particules �a 4 voisins et plus �a 2 dimensions, et �a 7 voisins et plus �a 3 dimensions.

Cette hypoth�ese n'est certes pas tr�es r�ealiste, mais comme nous nous sommes

int�eress�es en particulier aux comportements �a basse temp�erature, cette hypoth�ese
doit tr�es peu in
uencer les r�esultats 5. Nous verrons au cours de l'�etude dans quelle
mesure cette hypoth�ese a a�ect�e les r�esultats.

2.2.4 Grandeurs d'�etude

Au cours de ce travail, nous �etudierons en particulier les grandeurs suivantes :
le rapport d'aspect, le temps de relaxation et l'�energie totale.

D�e�nition du rapport d'aspect

Le rapport d'aspect de nos cristaux est d�e�ni comme le maximumdes rapports
que l'on peut former avec les moments d'inertie. A deux dimensions, les moments
d'inertie sont d�e�nis par :

r2x =

RR
cristal(x� xg)

2dxdyRR
cristal dxdy

(2.14)

r2y =

RR
cristal(y � yg)

2dxdyRR
cristal dxdy

(2.15)

(2.16)

O�u (xg; yg) sont les coordonn�ees du centre de gravit�e de l'̂�lot.

Le rapport d'aspect est d�e�ni par :

Raspect =
max(rx; ry)

min(rx; ry)
(2.17)

La g�en�eralisation �a trois dimensions est imm�ediate.

5. �1 d�ecrô�t rapidement quand la temp�erature diminue : �a T = 500K �1 ' 0:098, �a T = 200K

�1 ' 3 10�3 et �a T = 80K �1 ' 5 10�7
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D�e�nition du temps de relaxation

Le temps de relaxation d'un cristal n'est pas facile �a d�e�nir. En e�et, nous ne

connaissons pas a priori quelle quantit�e (�energie, p�erim�etre ou surface. . . ) est la

mieux adapt�ee pour suivre la relaxation. Nous allons donc utiliser une d�e�nition

tr�es simple et arbitraire.

Nous d�e�nissons le temps de relaxation comme �etant le temps n�ecessaire pour

qu'un cristal de rapport d'aspect 10 relaxe vers un cristal de rapport d'aspect

1.2. Le nombre de 1.2 est totalement arbitraire. Nous souhaitions arrêter les
simulations dans un �etat su�samment proche de l'�equilibre, mais pas trop pr�es

non plus : l'�evolution de la forme d'un cristal est d'autant plus lente qu'elle est

proche de l'�equilibre, et remplacer 1.2 par 1.1 augmenterait consid�erablement le
temps de calcul.

D'autre part, le choix du rapport d'aspect comme quantit�e d'�etude n'apparâ�t
peut-être pas comme le choix le plus judicieux. D'un point de vue purement

th�eorique, la di��erence d'�energie libre relative entre la forme d'�equilibre du cristal
et sa forme �a un temps t constitue un meilleur candidat pour quanti�er l'�evolution.
Cependant, l'�energie libre de la forme d'�equilibre n'est a priori pas connue et

n'est pas facilement calculable (sauf dans la limite des temp�eratures nulles o�u
les facteurs entropiques sont n�egligeables). Par ailleurs, le rapport d'aspect est
un crit�ere facile �a tester, et qui ne d�epend ni de la taille des cristaux ni de
la temp�erature. En�n, exp�erimentalement, le rapport d'aspect est une quantit�e

facilement mesurable alors que l'�energie libre des cristaux ne l'est pas. Pour ces
raisons, nous avons utilis�e le crit�ere simple du rapport d'aspect.

D�e�nition de l'�energie totale

Cette quantit�e a d�ej�a �et�e d�e�nie au paragraphe 2.2.2.

Etotale = �nliaisonsE (2.18)

O�u nliaisons est le nombre total de liaisons que comporte la cristallite.

2.3 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons pr�esent�e la th�eorie continue de Mullins
et montr�e en quoi cette th�eorie n'�etait pas adapt�ee �a basse temp�erature. Dans une

deuxi�eme partie, nous avons introduit le mod�ele physique, les techniques num�e-

riques ainsi que les di��erentes quantit�es qui serviront �a caract�eriser la relaxation
des cristaux nanom�etriques. Nous allons �a pr�esent rentrer dans le vif du sujet en

commen�cant notre �etude par la relaxation des cristaux bidimensionnels.
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Chapitre 3

Etude �a deux dimensions

Ce chapitre pr�esente nos travaux concernant la cin�etique de relaxation d'̂�les

bidimensionnelles. Nous pr�esentons tout d'abord les r�esultats obtenus lors des
simulations : morphologies observ�ees, rapport d'aspect en fonction du temps et
temps de relaxation en fonction de la temp�erature et de la taille des �̂les. Dans
un deuxi�eme temps, nous pr�esentons une interpr�etation th�eorique des r�esultats

obtenus �a basse temp�erature. L' accord obtenu entre les simulations et les calculs
analytiques est tr�es bon.
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\Il faut toujours commencer par faire les choses simples", cette maxime re-

vient fr�equemment dans le milieu de la recherche. Cette �etude n'y a pas �echapp�e.

Ainsi, nous avons commenc�e l'�etude de la relaxation d'̂�lots nanom�etriques en �etu-

diant le cas d'̂�lots bidimensionnels avant de nous attaquer au probl�eme �a trois

dimensions a priori plus compliqu�e. Les motivations de ce travail n'ont pas �et�e
uniquement th�eoriques. En e�et, lors des exp�eriences de d�epot d'atomes par MBE

(ou d'agr�egats par LECBD), des �̂les bidimensionnelles (ou tridimensionnelles) se

forment sur le substrat [5, 49]. La forme de ces �̂les est donn�ee par la cin�etique

du processus de d�epot : ainsi voit-on fr�equemment des morphologies dendritiques

[64]. Ces structures sont susceptibles d'�evoluer vers leurs formes d'�equilibre lors
d'un recuit par exemple. L'�equipe de P. Thiel [25] a montr�e que cette relaxation

pouvait, dans certains cas, se r�ealiser par di�usion atomique de surface.

Dans une premi�ere partie, nous donnerons et commenterons les r�esultats ob-

tenus lors de nos simulations. Puis, quelques caract�eristiques des �̂lots �a deux
dimensions seront d�ecrites. Dans un dernier temps, les m�ecanismes limitants de
la relaxation �a basse temp�erature seront plus sp�ecialement abord�es : nous donne-

rons tout d'abord une description pr�ecise de l'�etape limitante et �etablirons ensuite

un calcul analytique permettant d'�evaluer la dur�ee moyenne de cette �etape. En�n,
nous int�egrerons num�eriquement cette dur�ee a�n d'obtenir le temps de relaxation.
Ces r�esultats seront alors compar�es �a ceux obtenus par simulation.

3.1 R�esultats des simulations

Cette partie est consacr�ee �a la description des r�esultats obtenus par simu-

lations; nous r�eserverons la prochaine partie pour les interpr�etations et les ex-
plications. Nous d�ecrirons tout d'abord les morphologies des �̂lots �a di��erentes
temp�eratures, puis la variation du rapport d'aspect en fonction du temps. En�n,

dans un dernier temps, les variations du temps de relaxation en fonction de la
taille des �̂lots et de la temp�erature seront �etudi�ees.

3.1.1 Morphologies des �̂lots

Les simulations ont permis de mettre en �evidence deux r�egimes haute et basse

temp�eratures, pour lesquels les morphologies d'̂�lots sont tr�es di��erentes.

La �gure 3.I pr�esente la morphologie d'un �̂lot contenant 6250 particules au

cours de sa relaxation �a une temp�erature de 500 K. L'interface �̂lot-vide est tr�es
rugueuse et contient un nombre tr�es important de crans.

La �gure 3.II pr�esente l'�evolution du même �̂lot mais �a une temp�erature de

83K. L'interface �̂lot-vide est cette fois-ci compos�ee de facettes tout au long de

l'�evolution. Seuls quelques crans sont encore pr�esents entre chaque facette. Ces
crans servent de source de particules libres qui peuvent ensuite di�user tout

autour de l'̂�le.
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Fig. 3.I { �Evolution de la morphologie d'un �̂lot de 6250 particules �a 500 K. L'�etat
initial correspond �a la forme la plus allong�ee. Nous avons superpos�e le p�erim�etre

des �̂lots �a des temps r�eguli�erement espac�es.

Fig. 3.II { �Evolution de la morphologie d'un �̂lot de 6250 particules �a 83 K.
Comme pour la �gure 3.I, l'�etat initial correspond �a la forme la plus allong�ee et

nous avons superpos�e le p�erim�etre des �̂lots �a des temps r�eguli�erement espac�es.
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Fig. 3.III { Forme d'�equilibre d'un �̂lot de 6250 particules �a 500K (triangles) et
�a 83 K (cercles).

La �gure 3.III permet la comparaison directe entre les formes d'�equilibre 1 de
l'̂�lot de 6250 particules �a 500K et �a 83 K. De larges facettes sont pr�esentes �a 83

K, alors que l'interface est tr�es rugueuse �a 500K.
En conclusion, la morphologie des �̂lots nous permet de distinguer deux r�e-

gimes, haute et basse temp�eratures. D'ores et d�ej�a, nous nous attendons �a ce

que les m�ecanismes de relaxation di��erent pour ces deux r�egimes : �a haute tem-
p�erature, les tr�es nombreux crans forment autant de pi�eges potentiels pour les
atomes permettant une di�usion atomique e�cace le long du p�erim�etre de l'̂�lot;
�a basse temp�erature, au contraire, la pr�esence de facettes limite de mani�ere im-

portante le nombre de pi�eges et l'e�cacit�e de la di�usion atomique devrait être

par cons�equent amoindrie.

3.1.2 Rapport d'aspect en fonction du temps

La �gure 3.IV pr�esente l'�evolution du rapport d'aspect en fonction du loga-

rithme du temps 2 �a di��erentes temp�eratures. De plus, nous avons introduit dans

ce graphique la courbe obtenue dans le cas o�u la cin�etique est d�ecrite par la th�eorie
continue (voir partie 2.1.2). Cette derni�ere courbe est le r�esultat de l'int�egration

de l'�equation de Mullins : cette int�egration n'est pas possible analytiquement, et
au niveau num�erique, l'int�egration directe de l'�equation n'est pas stable. Nous

d�ecrivons dans l'appendice A la m�ethode mise au point par C. Misbah et A.

1. Il ne s'agit pas pr�ecis�ement de la forme d'�equilibre, mais de la derni�ere con�guration

obtenue lors des simulations pour laquelle le rapport d'aspect est d'environ 1.2

2. Il s'agit d'un temps r�eduit : ce temps est normalis�e par le temps de relaxation total.
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Fig. 3.IV { Chemin cin�etique suivi par les �̂les lors de leur relaxation vers l'�equi-
libre. La ligne pleine repr�esente la pr�ediction de l'�equation de Mullins. Les di��e-
rents symboles repr�esentent les relaxations obtenues pour des �̂lots de 6250 par-

ticules �a di��erentes temp�eratures. Le chemin suivi par une �̂le plus petite a �et�e
ajout�e en ligne pointill�ee a�n de montrer un aper�cu de l'�etendue des chemins ci-

n�etiques observ�es. Nous avons normalis�e le temps par le temps de relaxation total
de chaque cristallite a�n de pouvoir comparer les di��erentes courbes.

Valance [65] nous ayant permis d'obtenir cette courbe.

La �gure 3.IV fait apparâ�tre les deux r�egimes haute et basse temp�eratures

d�ej�a �evoqu�es. A haute temp�erature (T > 167K), le chemin cin�etique suivi est ap-
proximativement ind�ependant de la temp�erature. D'autre part, les courbes don-
nant le rapport d'aspect en fonction du temps ont des d�eriv�es continues. Pour les
temp�eratures inf�erieures ou �egales �a 100K, le chemin cin�etique suivi par le sys-

t�eme est d'un aspect tout �a fait di��erent : des paliers horizontaux apparaissent.

Les �̂lots passent un temps tr�es important dans certaines con�gurations et ceci
est d'autant plus vrai que l'�echelle des abscisses de la �gures 3.IV est une �echelle
logarithmique. Nous avons v�eri��e que ces con�gurations correspondaient �a des
formes compl�etement facett�ees. Le syst�eme quitte en e�et tr�es di�cilement de

tels �etats et nous avons contrôl�e qu'il doit pour ce faire nucl�eer un germe (un

nouveau rang atomique) sur une facette. Cette nucl�eation 3 correspond avec la �n
d'un plateau sur les courbes de la �gure 3.IV.

D'autre part, la courbe obtenue par l'int�egration de l'�equation de Mullins ne

correspond �a aucun des r�esultats de nos simulations. Notamment, et contraire-

3. Nous utiliserons par la suite les termes nucl�eation et germe dans le cas de la cr�eation d'un

nouveau rang atomique. Ces mots ne seront donc pas utilis�es dans leur sens habituel tout au

long de ce chapitre. La cr�eation d'une nouveau rang atomique sera tr�es largement d�ecrite dans

la partie 3.3.
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ment �a notre attente, cette courbe ne se superpose pas aux courbes obtenues

pour les grands �̂lots �a haute temp�erature. Nous pensons que trois explications

au moins peuvent permettre de comprendre cette observation. Tout d'abord, la

courbe de la �gure 3.IV calcul�ee d'apr�es l'�equation de Mullins a �et�e obtenue pour

une tension de ligne isotrope. Or, dans nos simulations, il est clair que la tension
de ligne n'est pas isotrope puisque le r�eseau est triangulaire : Krug et col. [66] ont

montr�e que la prise en compte de cette anisotropie pouvait permettre de com-

prendre de telles observations. Deuxi�emement, le traitement continu utilis�e pour

d�ecrire un chemin d�etaill�e vers l'�equilibre n'est peut être pas ad�equat. En e�et,

les concepts de courbure et de potentiel chimique ne sont peut être pas adapt�es �a
des objets nanom�etriques contentant si peu d'atomes. En�n, les simulations uti-

lisent peut être un potentiel inter-atomique trop simple pour pouvoir d�ecrire un

chemin cin�etique raisonnable. L'approximation que la probabilit�e de transition

ne d�epend que de l'�etat initial n'est en g�en�eral pas correcte. Nous nous attendons

donc �a ce que notre potentiel d�ecrive correctement les exposants universels, mais
pas n�ecessairement l'�evolution d�etaill�ee dans le temps.

3.1.3 Temps de relaxation en fonction de la temp�erature
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Fig. 3.V { a) Temps de relaxation en fonction de la temp�erature pour di��erentes
�̂les. Chaque courbe correspond �a un �̂lot donn�e dont le nombre d'atomes est not�e

en l�egende. kbT est donn�e en eV et les temps sont donn�es en seconde. L'�energie
d'activation moyenne pour chacune de ces courbes est not�ee entre parenth�eses. b)
�Energie d'activation locale (pente des courbes de la �gure a)) donn�ee en eV en

fonction de la temp�erature en Kelvin.

La �gure 3.V a) pr�esente le temps de relaxation en fonction de 1=kbT o�u T

est la temp�erature et kb la constante de Boltzmann. Ce temps d�ecrô�t rapidement
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Fig. 3.VI { Temps de relaxation (en seconde) en fonction du nombre de particules
dans l'̂�le. Les points d�esignent les r�esultats des simulations et les droites sont les
r�egressions lin�eraires de ces points. Nous avons not�e entre parenth�eses la pente

de ces r�egressions pour chaque temp�erature.

avec la temp�erature, et ce de la même mani�ere pour �a peu pr�es toutes les �̂les.
Comme le montre la �gure 3.V b), l'�energie d'activation du temps de relaxation
change avec la temp�erature. A haute temp�erature, l'�energie d'activation vaut en-
viron 0.3 eV : cette �energie correspond �a l'�energie n�ecessaire pour qu'une particule

sorte d'un cran. Nous pensons que ce processus est le processus limitant �a haute
temp�erature, il correspond �a la di�usion atomique sur une surface rugueuse. A

basse temp�erature, l'�energie d'activation vaut environ 0.4 eV. Nous verrons dans

les parties 3.3 et 3.4 comment cette valeur proche de 0.4 eV peut être expliqu�ee.

3.1.4 Temps de relaxation en fonction de la taille

La �gure 3.VI pr�esente la d�ependance du temps de relaxation en fonction du
nombreN de particules dans l'̂�lot. Nous avons trac�e ce graphe en diagrammeLog-

Log. Le temps de relaxation augmente avec la taille des �̂lots comme on pouvait
s'y attendre. De plus, les simulations sont en bon accord avec la pr�ediction de
Mullins teq / L4 / N2 �a haute temp�erature (T > 250K). Par contre, l'exposant

diminue avec la temp�erature. D'un exposant 2 �a haute temp�erature, on passe

�a un exposant de 1.3 �a 83 K. Nous n'avons pas pu obtenir d'exposant �a plus

basse temp�erature car les simulations deviennent alors tr�es coûteuses en temps

de calcul. Nous verrons dans les parties 3.3 et 3.4 une interpr�etation qui permet
d'expliquer ces valeurs et qui permet aussi de montrer que l'exposant de N tend

vers 1 lorsque la temp�erature tend vers 0.
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3.2 Transition rugueuse e�ective

Les r�esultats pr�ec�edents ont permis de distinguer deux r�egimes haute et basse

temp�eratures avec une transition tr�es molle entre les deux r�egimes, la loi de

Mullins n'�etant valable que dans le r�egime haute temp�erature. Cette distinction
est tout �a fait surprenante �a premi�ere vue, puisqu'�a deux dimensions, la transition

rugueuse n'existe pas, ou du moins elle se produit �a 0 Kelvin [19]. Nous nous

attendons donc �a ne pas pouvoir distinguer r�egimes haute et basse temp�eratures.

Cependant, les simulations montrent la pr�esence de \facettes" �a temp�erature

non nulle. Ces observations peuvent être expliqu�ees par la nature �nie de nos
�̂lots. En e�et, si la distance d'�equilibre entre crans est plus grande que la taille

de l'̂�lot, alors des \facettes" 4 seront pr�esentes �a la surface de l'̂�lot. Nous allons

maintenant d�eterminer la distance d'�equilibre entre crans. A l'�equilibre et �a basse

temp�erature, nous pouvons consid�erer un gaz id�eal de crans dont la densit�e est
donn�ee par la formule [67]:

ncran = 2exp(��W )=a (3.1)

O�u W est l'�energie de cr�eation d'un cran, a le pas du r�eseau et � = 1=kbT .
Pour cr�eer un cran, il su�t par exemple de d�eplacer un atome du p�erim�etre et de

le replacer n'importe o�u le long de ce dernier comme d�esign�e sur la �gure 3.VII.
Sur un r�eseau triangulaire, 4 liaisons sont cass�ees et 2 sont cr�e�ees. De plus au

cours de cette transformation, 4 crans ont �et�e cr�e�es. Ainsi, le coût en �energie par

cran est 5:
W = E=2 (3.2)

La distance moyenne entre cran est donn�ee par la formule :

Lc =
1

ncran
= aexp(�E=2)=2 (3.3)

Cette distance diverge lorsque T tend vers 0. A une temp�erature donn�ee, l'̂�lot
parâ�tra facett�e si Lc > L o�u L est la taille typique de l'̂�lot. De même, pour un
�̂lot de taille L donn�e, nous pouvons d�e�nir une temp�erature critique Tc qui �xera

la limite des r�egimes haute et basse temp�eratures :

exp(
E

2kbTc
) = 2

L

a
(3.4)

Pour une taille d'̂�lot de 640 particules (L � 6401=2 � 25), cette formule donne

une temp�erature critique : Tc = 148K. La �gure 3.V b) permet de v�eri�er que

4. Il ne s'agit alors pas de facettes au sens strict, la tension de ligne n'ayant pas de point de

rebroussement.

5. Les interactions entre crans sont de nature soit entropique soit �elastique. Dans notre

mod�ele, nous ne tenons pas compte des d�eformations �elastiques des mat�eriaux, et les interactions

entropiques n'apparaissent pas dans l'analyse pr�esent�ee ici.
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Fig. 3.VII { Sch�ema pour le calcul de l'�energie d'un cran

Tc = 148K correspond �a l'ordre de grandeur de la transition entre r�egime haute

(�energie d'activation 0.3 eV) et basse (�energie d'activation 0.4 eV) temp�eratures.

A ce stade, nous avons mis en �evidence deux r�egimes de relaxation, un r�egime

haute temp�erature et un basse temp�erature. Nous venons de montrer comment
ces r�egimes pouvaient se d�e�nir quantitativement. Le r�egime haute temp�erature

est bien d�ecrit par la th�eorie de Mullins. Il nous reste donc maintenant �a �etablir
une th�eorie permettant de comprendre le r�egime basse temp�erature. Notamment,

pourquoi l'exposant de N dans la loi de puissance du temps de relaxation d�ecrô�t
avec la temp�erature? Et pourquoi l'�energie d'activation augmente-t-elle vers une

valeur de l'ordre de 0:4eV lorsque la temp�erature diminue? La prochaine partie

tente de r�epondre �a ces questions.

3.3 Interpr�etation des r�esultats �a basse temp�e-

rature : Calcul du temps de nucl�eation

A basse temp�erature, les �̂lots restent bloqu�es dans des con�gurations com-

pl�etement facett�ees pendant des temps tr�es longs : la d�ecroissance de l'�energie
totale (ou du rapport d'aspect) de l'̂�lot en fonction du temps est une fonction en
escalier. L'�etape limitante du processus de relaxation est donc le passage d'une

forme compl�etement facett�ee �a la suivante. Comme nous l'avons d�ej�a annonc�e,
nous proposons que cette �etape s'e�ectue par la nucl�eation d'un germe sur une

facette et par la croissance de ce germe jusqu'�a ce qu'il atteigne la taille de la

facette : les observations e�ectu�ees sur les �̂lots montrent e�ectivement la pr�esence

de ces germes.

Pour simpli�er, consid�erons un �̂lot compl�etement facett�e ayant la con�gura-

tion donn�ee par la �gure 3.VIII. Dans cette con�guration, lorsque L est sup�erieur

�a l, l'̂�lot n'est pas dans sa forme d'�equilibre : il va relaxer vers une forme proche
de l'hexagone. L'�etape limitante de la relaxation est la nucl�eation d'un germe
sur une facette. N�eanmoins, cette explication n'est pas su�samment pr�ecise pour

permettre une bonne compr�ehension et r�epondre �a toutes nos interrogations.

Notamment, elle ne permet pas d'expliquer les observations quantitatives (ex-

posant de N et �energie d'activation) ni d'expliquer l'irr�eversibilit�e du processus
de relaxation au niveau microscopique : pourquoi la nucl�eation de ces germes se
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L

l

Fig. 3.VIII { Forme simple de l'̂�lot que nous allons consid�erer pour e�ectuer les
raisonnements.

fait toujours de mani�ere �a ce que la forme obtenue soit plus proche de la forme
d'�equilibre que la forme initiale? Nous observons au cours de la relaxation que
les germes qui nucl�eent sur les petites facettes l ne croissent jamais jusqu'�a rem-
plir totalement la facette et atteindre une taille l � 1; alors qu'au contraire, les

germes qui nucl�eent sur les grandes facettes L croissent pratiquement toujours
jusqu'�a remplir la facette totalement et conduire l'̂�lot vers une forme plus proche

de l'�equilibre. Pourquoi, �a partir de notre mod�ele o�u aucune irr�eversibilit�e n'est

introduite, la relaxation de nos �̂lots s'e�ectue-t-elle bien vers la forme d'�equilibre?

Nous proposons dans la partie qui suit de d�ecrire qualitativement mais pr�eci-
s�ement cette �etape de nucl�eation ce qui nous permettra de donner une explication
quant �a l'irr�eversibilit�e du processus de relaxation. Puis dans une deuxi�eme par-

tie, nous montrerons qu'il est possible de mettre en �equation notre raisonnement
et de d�eterminer de mani�ere quantitative le temps n�ecessaire �a la nucl�eation.

3.3.1 Description qualitative de la nucl�eation

D�ecrivons pr�ecis�ement les di��erentes �etapes de la nucl�eation d'un nouveau

germe. Nous consid�erons toujours l'̂�lot donn�e par la �gure 3.VIII. Pour cr�eer un
germe, deux particules doivent monter sur une même facette et s'y rencontrer : la

probabilit�e d'un tel �ev�enement peut d�ependre de la longueur de la facette. Une
fois que ce germe est cr�e�e, il est important de remarquer que l'�energie totale de
l'̂�lot ne change pas lorsqu'un atome est transf�er�e d'un cran au germe : 3 liaisons

sont cass�ees, et 3 sont cr�ees (voir la �gure 3.IX). De même, l'�energie totale de l'̂�lot

ne change pas lorsqu'une particule quitte le germe pour retourner vers son point

d'�emission. Ce type de nucl�eation est ici bien di��erent de la nucl�eation classique

[68] dans laquelle l'�energie commence par crô�tre jusqu'�a un rayon critique, puis
d�ecrô�t ensuite. Nous continuerons n�eanmoins d'utiliser les termes nucl�eation et

germe dans notre cas, en gardant �a l'esprit qu'ils n'ont pas leurs sens habituels.
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l

L

Fig. 3.IX { Lors du passage d'une particule d'une facette l �a une facette L, 3

liaisons sont cass�ees et 3 sont cr�ees.

Ainsi, pour notre syst�eme, le germe cr�e�e peut crô�tre ou d�ecrô�tre al�eatoirement
sans que l'�energie totale de l'̂�lot ne varie. Cependant, il y a une exception �a cette

r�egle : lorsque l'atome qui rejoint le germe �etait le dernier du rang d'une autre
facette (il avait alors uniquement 2 voisins), l'�energie du syst�eme d�ecrô�t alors

d'une valeur correspondant �a une �energie de liaison E. L'̂�lot est alors dans une
con�guration o�u il lui serait extrêmement improbable de retourner dans sa pr�e-
c�edente con�guration : un nouveau germe devrait nucl�eer alors qu'il existe encore

des crans (voir la �gure 3.Xb) ) jouant le rôle de pi�ege sur le p�erim�etre de l'̂�lot.

En conclusion, nous venons de montrer que le taille du germe critique est la
taille de la plus petite facette de l'̂�lot. Ce sc�enario permet d'expliquer l'irr�eversi-
bilit�e de la relaxation. En e�et, imaginons qu'un germe apparaisse sur une petite
facette de longueur l (voir �gure 3.Xa) ), la taille maximum de ce germe est l� 1

(la facette est alors pleine). Puisque les atomes formant ce germe viennent soit

d'une grande facette de taille L, soit d'un petite facette de taille l, aucune facette
ne peut disparâ�tre totalement. L'̂�lot ne peut donc jamais se stabiliser et son

�energie ne d�ecrô�t jamais : le germe ne peut que disparâ�tre. Par contre, lorsqu'un
germe apparâ�t sur une grande facette : ce germe peut crô�tre ou d�ecrô�tre, mais
d�es que la taille de ce germe atteint la taille d'une petite facette, l'�energie totale

de l'̂�lot d�ecrô�t et l'̂�lot n'a pratiquement aucune chance de retourner dans son

�etat pr�ec�edent (voir �gure 3.X b). Nous pensons que ce m�ecanisme est �a l'origine

microscopique de l'irr�eversibilit�e de la relaxation.

Si l'on sort du cadre des approximations e�ectu�ees en supposant un �̂lot com-
pl�etement facett�e mais de forme hexagonale quelconque, et en supposant que les

atomes formant le germe proviennent de n'importe quelle facette, il est alors facile

de voir que seule la nucl�eation sur la plus petite des facettes de l'̂�lot ne pourra
pas donner lieu �a un germe stable. D'autre part, la taille critique des germes
stables sera de l'ordre de la taille de la plus petite facette et non pas exactement

la taille de la plus petite facette.

N�eanmoins, dans le cadre de ce travail, nous conserverons les hypoth�eses et
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l
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b )

l

L

Fig. 3.X { a) Lorsqu'un germe se cr�ee sur une petite facette et crô�t jusqu'�a la

remplir totalement, aucun rang d'une autre facette ne peut disparâ�tre. b) Lors-

qu'un germe crô�t sur une grande facette, tout un rang d'une petite facette peut

disparâ�tre et abaisser l'�energie totale du syst�eme.

approximations e�ectu�ees pr�ec�edemment et nous retiendrons que l'�etape limitante

du processus de relaxation est la formation d'un germe de taille l sur une grande
facette de taille L.

3.3.2 Mise en �equation et r�esolution

Nous nous proposons ici de calculer la dur�ee de l'�etape limitante. Pour cela,
nous allons consid�erer la croissance d'un germe comme la succession d'un certain

nombre d'�etats de l'̂�lot, et calculer le temps et la probabilit�e pour passer d'un

�etat �a un autre. Nous consid�erons toujours l'̂�lot compl�etement facett�e de la �-
gure 3.VIII et nous normaliserons toutes les longueurs par le pas du r�eseau a.

Les di��erents �etats successifs consid�er�es lors de la croissance du germe sont les
suivants (voir aussi la �gure 3.XI):

{ �etat 0 : aucune particule sur les facettes.

{ �etat 1 : une particule est sur la facette de taille L (elle a �et�e �emise �a partir
d'une des extr�emit�es de la facette).

{ �etat 2 : deux particules sont sur la facette L : l'une d'elle a �et�e �emise d'une

des extr�emit�es alors que l'autre di�usait et avait �et�e �emise bien avant.

{ �etat 3 : 2 particules sont sur la facette L, mais elles sont li�ees.

{ �etat 4 : 3 particules li�ees sur la facette L.

{ . . .

{ �etat n : n� 1 particules li�ees sur la facette L.

Cette succession d'�etats forme une châ�ne de Markov : en e�et, le passage d'un

�etat �a un autre ne d�epend que de l'�etat actuel du syst�eme et pas des �ev�enements
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Etat 0 

Etat 1

Etat 2

Etat 3

Etat 4 

Fig. 3.XI { Diagramme pr�esentant les premiers �etats consid�er�es lors de la cr�ea-

tion d'un germe sur une facette.

ant�erieurs. Notre but est de calculer le temps pour passer de l'�etat 0 �a l'�etat
l + 1 : en e�et, comme nous l'avons expliqu�e pr�ec�edemment, l'�etat l + 1 est un
�etat absorbant; une fois dans cet �etat, le syst�eme ne peut plus revenir �a l'�etat
l. Pour simpli�er encore un peu plus les choses, nous discr�etisons le temps : la
châ�ne de Markov devient alors une châ�ne de Markov �a temps discret dont la

r�esolution se fera beaucoup plus facilement. L'unit�e de temps est choisie �egale �a
�2, le temps typique pour qu'une particule �a deux voisins bouge. �2 est en fait
le plus petit temps pertinent du probl�eme : il correspond au temps de di�usion

d'une particule sur une facette d'un site du r�eseau �a son voisin. Ainsi, en prenant
cette unit�e de temps, l'op�eration de discr�etisation n'a�ectera pas le r�esultat. Par

soucis de clart�e, nous parlerons de temps dans le cas du temps discret de la châ�ne

de Markov, et de temps r�eel dans le cas du temps des processus r�eels. La relation
entre les deux est simplement : temps = temps reel

�2
. D'autre part, nous d�e�nissons

la grandeur sans dimension :

� =
�2

�3
= exp(�E=kT ) (3.5)

Nous v�eri�ons facilement d'une part que � est une quantit�e tr�es petite dans le cas
des faibles temp�eratures et d'autre part, que nous pouvons relier ce param�etre �a
la distance moyenne entre crans calcul�ee Sect. 3.2 :

� =
1

4L2
c

(3.6)

Si bien que, dans le cas des basses temp�eratures o�u Lc � L, nous pouvons �ecrire :p
�L� 1, soit �L� 1=L < 1.
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α1

q1

p1

0 1 2

Fig. 3.XII { Sch�ema simple de la châ�ne envisag�ee pour calculer les quantit�es

p1; q1 et �1.

A ce stade, nous avons d�e�ni la châ�ne de Markov et l'unit�e de temps. Il nous
reste �a pr�esent �a d�eterminer les probabilit�es de passage d'un �etat �a un autre

pendant l'unit�e de temps �2. Le lecteur non familiaris�e avec les math�ematiques
utilis�ees pour la r�esolution des châ�nes de Markov pourra se reporter �a l'ouvrage
de A.Ruegg [69] dont nous nous sommes largement inspir�es.

Soit �i la probabilit�e pour que le syst�eme dans l'�etat i au temps n reste dans

l'�etat i au temps n + 1, pi la probabilit�e de transition de l'�etat i �a l'�etat i + 1

pendant une unit�e de temps, et en�n qi la probabilit�e de transition de l'�etat i �a

l'�etat i � 1. Les diverses quantit�es qi; �i et pi doivent être calcul�ees �a partir des
processus physiques qui permettent de passer d'un �etat �a un autre. Une relation
�evidente entre ces quantit�es est :

qi + �i + pi = 1 (3.7)

Calculons dans un premier temps les quantit�es p1; q1 et �1. Le calcul direct de
ces quantit�es n'�etant pas ais�e, nous avons recours �a une analyse plus astucieuse.
Supposons pour cela que les �etats 0 et 2 soient absorbants, et supposons que
le syst�eme soit dans l'�etat 1 (voir la �gure 3.XII). En attendant su�samment

longtemps, le syst�eme se retrouvera soit dans l'�etat 0 soit dans l'�etat 2. Soit b2
la probabilit�e que le syst�eme se retrouve dans l'�etat 2 au bout d'un temps in�ni
et b0, la probabilit�e qu'il se retrouve dans l'�etat 0. On a trivialement b0+ b2 = 1.

Et avant de se retrouver dans l'un de ces deux �etats, le syst�eme aura passer un

certain temps dans l'�etat 1. Soit n1 le temps moyen pass�e dans l'�etat 1.

Le temps moyen n1 que le syst�eme passe dans l'�etat 1 correspond au temps

r�eel moyen qu'une particule reste sur une facette de longueur L en partant d'une

des extr�emit�es. Cette particule e�ectuant une marche al�eatoire, le temps r�eel
moyen qu'elle reste sur la facette se calcule facilement : L�2. Et dans le cas de la

châ�ne de Markov, on montre que n1 doit v�eri�er la relation n1 = 1 + �1n1 soit

n1 =
1

1��1 . D'o�u, en repassant au temps r�eel, il vient :

n1 =
1

1� �1

= L (3.8)
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D'autre part, la probabilit�e b2 que le syst�eme passe dans l'�etat 2 est la probabilit�e

qu'une particule sorte d'un cran alors que la premi�ere particule est encore sur la

facette : ce calcul de probabilit�e (loin d'être �evident pour obtenir une formule re-

lativement pr�ecise) est fait dans l'appendice B. Les formules obtenues B.9 et B.10

sont respectivement : :

b2 = P = 1 �
h
2 sinh(2

p
�(L�1))

sinh(2
p
�L)

� sinh(2
p
�(L=2�1))

sinh(
p
�L)

i
(B.9)

= 2�(L � 1) + o(�) (B.10)

Cette probabilit�e b2 peut aussi être calcul�ee dans le cas de la châ�ne de Markov

�a partir de l'�equation b2 = �1b2 + p1, soit b2 =
p1

1��1 . Ainsi en utilisant Eq. 3.7,
Eq. 3.8 et Eq. B.10, il vient :

p1 =
P

L
' 2�

L� 1

L
+ o(�) (3.9)

�1 = 1 � 1=L (3.10)

q1 =
1

L
�
P

L
'

1

L
� 2�

L � 1

L
+ o(�) (3.11)

O�u P est donn�e par l'�equation B.9. Nous avons �a la fois une expression exacte de
p1; �1 et q1 (car l'expression de P est exacte), ainsi qu'une expression approch�ee

correspondant au d�eveloppement limit�e quand � ! 0. Ce d�eveloppement nous
permettra d'obtenir des expressions analytiques simples.

Nous pouvons maintenant e�ectuer le même genre de calcul pour �etablir les
expressions de p2; �2 et q2. Sachant que la probabilit�e P4 que deux particules se

collent (�etat 3) (le calcul de cette probabilit�e est e�ectu�e 6 dans l'appendice C),

et que le temps moyen < � > qu'il faut pour quitter l'�etat 2 (ce temps est calcul�e
dans l'appendice D) sont donn�es par les formules C.19 et D.12 :

P4 = � 1
L
+ o(1=L2) (C.19)

avec � =
�
cosh�+1
sinh�

�
� (C.20)

< � > = �L�2 (D.12)

avec � = 4
�2

P1
k=1

1
1+4k2

h
2� 1

(2k+1)

i
� 0:2888 (D.13)

Nous obtenons en utilisant les formules C.19 et D.12 :

p2 =
�

�L2
(3.12)

�2 = 1 �
1

�L
(3.13)

q2 =
1

�L
�

�

�L2
(3.14)

6. Pour donner un ordre d'id�ee, ce di�cile calcul nous a demand�e environ 3 �a 4 mois de

recherche et la collaboration de Hern�an Larralde. De plus, nous remarquons que plusieurs

papiers tr�es r�ecents �evoquent des probl�emes analogues : voir par exemple cond-mat/0102212 et

cond-mat/0012513.
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Pour les �etapes suivantes, nous allons maintenant supposer que la probabilit�e

pour passer de l'�etat 3 �a l'�etat 4 est la même que celle pour passer de l'�etat

4 �a l'�etat 5, et plus g�en�eralement que les probabilit�es pour passer de l'�etat i �a

i+ 1 sont ind�ependantes de i : pi = pi+1 = p pour i � 3. De même, on suppose :

�i = �i+1 = � pour i � 3, et qi = qi+1 = q pour i > 3.
Pour �etablir les quantit�es p; q et �, nous avons calcul�e dans l'appendice E le

temps moyen tp;q;� que met une particule pour aller de l'�etat i �a l'�etat i + 1, en

supposant que la distance moyenne entre les crans et le germe est L=2. Ce temps
tp;q;� est donn�e par l'�equation E.11 :

tp;q;� =
L
4
�3 +

L(L�2)
4

�2 (E.11)

D'autre part, puisque p = q (une particule a autant de chances de quitter le

germe que le germe n'en a de crô�tre), il vient :

p = 2�=L �
2(L� 2)

L
�2 + o(�2) (3.15)

� = 1�
4�

L
+

4(L� 2)

L
�2 + o(�2) (3.16)

q = 2�=L �
2(L� 2)

L
�2 + o(�2) (3.17)

En ce qui concerne la quantit�e q3, la probabilit�e de retourner �a l'�etat 2 sachant

que le syst�eme est �a l'�etat 3 est pratiquement �egale �a q : nous allons faire cette

supposition.
Nous avons maintenant tous les �el�ements pour r�esoudre la châ�ne de Markov.

Cependant, la châ�ne construite ne prend pas en compte la possibilit�e qu'un germe

nucl�ee sur la petite facette. Pour prendre en tenir, nous rajoutons des nouveaux
�etats :

{ �etat �1 : une particule est sur la facette de taille l (elle a �et�e �emise d'une
des extr�emit�es de la facette).

{ �etat �2 : deux particules sont sur la facette l : l'une d'elle a �et�e �emise d'une

des extr�emit�es alors que l'autre di�usait et avait �et�e �emise bien avant.

{ �etat �3 : 2 particules sont sur la facette l, mais elles sont li�ees.

{ �etat �4 : 3 particules li�ees sur la facette l.

{ . . .

{ �etat �l : l � 1 particules li�ees sur la facette l.

Si le syst�eme arrive jusqu'�a l'�etat �l, il ne peut que retourner �a l'�etat �(l � 1),

ou rester dans l'�etat �l : notre analyse qualitative du paragraphe 3.3.1 apparâ�t
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Fig. 3.XIII { Sch�ema pr�esentant la châ�ne de Markov �etudi�ee.

dans cette hypoth�ese (un germe sur une petite facette ne peut que disparâ�tre)
et dans l'hypoth�ese que l'�etat l+ 1 est absorbant. Les di��erentes probabilit�es de
transition que nous devons prendre en compte pour ces nouveaux �etats seront

les mêmes que celles pr�ec�edemment calcul�ees en rempla�cant L par l. Nous avons

donc 7 : q�i = pi(L) l), p�i = qi(L) l) et ��i = �i(L) l) pour i � 1 except�e
pour l'�etat �l pour lequel on a ��l = �(L ) l) mais p�l = 2q(L ) l). Dans la
suite, nous utiliserons la notation : p�i = pi(L) l), pour all�eger les expressions.

En�n, il nous reste �a d�eterminer les valeurs de p0; q0 et �0. Ces valeurs s'ob-
tiennent simplement en remarquant que le temps moyen pour quitter l'�etat 0
correspond au temps r�eel moyen pour qu'une particule sorte d'un cran : chaque

facette poss�ede deux crans �a chacune de ses extr�emit�es, donc le temps r�eel moyen
que le syst�eme passe dans l'�etat 0 est �3=2. D'autre part, la probabilit�e qu'un
germe nucl�ee sur une facette L de l'̂�lot est simplement donn�ee par L

L+2l
. Nous en

d�eduisons donc :

p0 = 2
L

L + 2l
� (3.18)

�0 = 1 � 2� (3.19)

q0 = 2
2l

L + 2l
� (3.20)

Nous avons r�esum�e dans la �gure 3.XIII le diagramme complet de la châ�ne de
Markov �a r�esoudre. Nous nous proposons de calculer le temps moyen n�ecessaire

pour passer l'�etat 0 �a l'�etat l + 1. Soit ni le temps moyen pour passer de l'�etat i

7. la notation L) l indique que L doit être remplac�e par l dans les expressions
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�a l'�etat l + 1. Les di��erentes relations entre les ni s'�ecrivent alors [69] :

n�l = 1 + 2q�n�l�1 + ��n�l (3.21)

n�k = 1 + q�n�k�1 + ��n�k + p�n�k+1 (3.22)

avec 3 � k � l

: : :

n�2 = 1 + q�2n�1 + ��2n�2 + p�2n�3 (3.23)

n�1 = 1 + q�1n0 + ��1n�1 + p�1n�2 (3.24)

n0 = 1 + q0n�1 + �0n0 + p0n1 (3.25)

n1 = 1 + q1n0 + �1n1 + p1n2 (3.26)

n2 = 1 + q2n1 + �2n2 + p2n3 (3.27)

: : :

nk = 1 + qnk�1 + �nk + pnk+1 (3.28)

avec 3 � k � l � 1

La condition aux limites s'�ecrit : nl+1 = 0. Il s'agit ici de calculer �a partir de toutes
ces �equations la valeurs de n0 en fonction des quantit�es qi; �i et pi. Ce calcul facile
mais long et fastidieux est e�ectu�e dans l'appendice F. Nous obtenons :

p0(1 �
q1

1 � �1 � p1B
)n0 =

1 + p0
1 + p1A

1� �1 � p1B

+q0

 
1

q�1
+

p�1
q�1q

�
2

+
p�1p

�
2

q�1q
�
2p
� (l � 5=2)

!
(3.29)

avec :

A =
1 + p2

p
l�2
2

1� �2 � p2
l�2
l�1

(3.30)

B =
q2

1� �2 � p2
l�2
l�1

(3.31)

(3.32)

Nous donnons d'autre part dans l'appendice F l'expression �nale du temps r�eel

(�equation F.11) pour nucl�eer un germe de taille l sur une facette de taille L :

� (L; l) =
� 23
�2

(L + 2l)

4L(L � 1)

�
(
L

�
� 1)(l � 1) + 1

�
+O(�3) (3.33)

Nous n'avons ici conserv�e que le terme dominant �a faible temp�erature.
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3.4 Estimation du temps de relaxation

Dans la section pr�ec�edente, la dur�ee de l'�etape limitante du processus de

relaxation a �et�e d�etermin�ee. Nous nous proposons dans cette partie d'int�egrer

cette dur�ee a�n d'obtenir une estimation du temps de relaxation. Dans un premier
temps, nous montrerons par des raisonnements de type lois d'�echelle, que le terme

dominant du temps de nucl�eation donn�e par l'�equation 3.33 permet d'obtenir un

temps de relaxation qui varie comme le nombre d'atomes dans l'̂�lot �a basse

temp�erature. Puis dans un deuxi�eme temps, les temps de nucl�eation obtenus

�a partir de l'�equation 3.29 seront directement somm�es (int�egr�es) �a l'aide d'un
syst�eme d'�equations di��erentielles que l'on aura pr�ealablement �etabli. Pour �nir,

nous comparerons ces r�esultats aux r�esultats de nos simulations.

3.4.1 lois d'�echelle

Dans cette section, nous allons e�ectuer un raisonnement de type lois
d'�echelle. Nous supposons qu'�a tout instant, la forme de l'̂�lot peut être caract�e-

ris�ee par L et l. Nous avons d�emontr�e dans la partie 3.3 que le temps n�ecessaire

�a la formation d'un nouveau rang sur la grande facette est donn�e par � (L; l)

(�equation 3.33). En appelant v(L) la vitesse normale de la grande facette, et en
prenant toujours comme unit�e de longueur le pas du r�eseau, il vient dans la limite
des basses temp�eratures:

v(L) �
1

� (L; l)
�

4�2L(L � 1)

� 23 (L+ 2l)
h
(L
�
� 1)(l � 1) + 1

i (3.34)

Une mani�ere de d�eterminer les propri�et�es d'�echelle est d'e�ectuer une dilatation
de toutes les longueurs x! �x, et de regarder comment le temps t! t0 doit être
dilat�e pour conserver la même expression. A partir de l'�equation 3.34 , il vient :

t0 = �2t (3.35)

Nous d�eduisons des �equations 3.34 et 3.35, la loi d'�echelle pour le temps de relaxa-
tion. L'�equation 3.35 indique que le temps de relaxation varie comme le nombre
de particules dans l'̂�lot, et d'apr�es l'�equation 3.34, la d�ependance en temp�erature
de ce temps de relaxation est donn�ee par le facteur � 23 =�2.

�relaxation /
� 23
�2
N (3.36)

o�u N est le nombre de particules dans l'̂�lot. Nous v�eri�ons facilement que � 23 =�2 =
��10 e(0:4=kT ). Le r�esultat de l'�equation 3.36 est en accord avec les simulations Monte
Carlo (Sect. 3.1.3 et 3.1.4) : l'exposant dans la loi de puissance du temps de re-

laxation en fonction de N diminue lorsque la temp�erature s'abaisse et l'�energie

d'activation du temps de relaxation augmente en tendant vers 0:4 eV. De plus,
nous montrons que dans la limite des tr�es basses temp�eratures, le temps de re-

laxation est proportionnel au nombre de particules dans l'̂�lot.
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3.4.2 Int�egration directe

Le calcul e�ectu�e dans la section 3.3.2 et l'appendice F permet d'obtenir un

d�eveloppement de n0 jusqu'�a l'ordre 0 en �. Ainsi, nous pouvons esp�erer obte-

nir une estimation du temps de relaxation pour des temp�eratures interm�ediaires

entre haute et basse. Nous allons ici mettre en place un syst�eme d'�equations dif-

f�erentielles qui sera int�egr�e num�eriquement, mais qui permettra de prendre en

compte tous les termes du d�eveloppement de � (L; l).

Raisonnons une nouvelle fois sur l'̂�lot donn�e par la �gure 3.VIII. Soit v(l)
la vitesse normale de la facette l, et v(L) celle de la facette L. Nous faisons

l'approximation que les grandeurs L et l sont continues. La conservation de la

mati�ere impose :
Lv(L) + 2lv(l) = 0 (3.37)

Des relations g�eom�etriques permettent d'�etablir des liens entre les quantit�es
dl
dt
; dL
dt
; v(L) et v(l) :

v(L) =
p
3=2

dl

dt
(3.38)

v(l) =
p
3=4(

dl

dt
+
dL

dt
) (3.39)

Et donc en utilisant les �equation 3.34 et 3.37, le syst�eme d'�equations 3.38 et 3.39
se r�e�ecrit sous la forme :

dl

dt
=

2
p
3

1

� (L; l)
(3.40)

dL

dt
= �

2
p
3
(
L

l
+ 1)

1

� (L; l)
(3.41)

Nous int�egrons num�eriquement ces �equations, en partant d'une con�guration
(L; l) d'̂�lot de rapport d'aspect environ 10, et nous arrêtons l'int�egration lorsque

le rapport d'aspect vaut 1.2. Les rapports d'aspect sont ici calcul�es de la mani�ere
suivante :

R =
rx

ry
(3.42)

r2x =
1

V olume

ZZ
Surface de l0ile

(x� xG)
2dxdy (3.43)

r2y =
1

V olume

ZZ
Surface

(y � yG)
2dxdy (3.44)

avec V olume =
ZZ

Surface
dxdy (3.45)

D'autre part, nous utilisons pour le temps � (L; l) la formule exacte de n0 don-

n�ee �a partir de l'�equation 3.29, les valeurs de p0; q0; �0 donn�ees par les formules
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Fig. 3.XIV { Temps de relaxation (en seconde) en fonction du nombre de parti-
cules dans l'̂�le : r�esultats des simulations Monte Carlo (points) pour di��erentes
temp�eratures en Kelvin. Les lignes sont les courbes obtenues par int�egration nu-

m�erique du syst�eme d'�equations di��erentielles 3.40 et 3.41.

Eq. 3.18, 3.19 et 3.20, les valeurs exactes de p1; q1; �1 en utilisant la formule B.9
dans les �equations 3.9, 3.10 et 3.11, les valeurs de p2; q2; �2 donn�ees par les for-

mules Eq. 3.12, 3.13 et 3.14 pour lesquelles nous avons utilis�e les valeurs num�e-
riques de � et � (Eq. C.20 et Eq. D.13) et en�n les valeurs de p; q et � donn�ees par
les formules 3.15, 3.16 et 3.17. Nous avons report�e sur la �gure 3.XIV le temps

de relaxation obtenu en fonction du volume des �̂lots consid�er�es, et d'autre part,
nous avons superpos�e �a ces courbes les di��erents points obtenus lors de nos si-
mulations Monte Carlo. Les courbes obtenues �a partir de l'int�egration num�erique

sont en tr�es bon accord avec les points obtenus par simulation Monte Carlo.

3.4.3 Discussion

Le bon accord entre les r�esultats des simulations et les calculs analytiques
valident notre hypoth�ese quant �a l'�etape limitante du processus de relaxation et

notre interpr�etation du m�ecanisme de cette �etape. Cependant, malgr�e ce tr�es bon
accord, ces courbes am�enent plusieurs remarques.

Ces courbes sont trac�ees en diagramme Log-log : une di��erence de 0.3 entre

les ordonn�ees de deux points (di��erence peu visible �a l'oeil dans la �gure 3.XIV)

signi�e un facteur 2 sur les temps. De plus, notre calcul n'a pas pris en compte

plusieurs ingr�edients.

Tout d'abord, lorsque la temp�erature est pratiquement nulle, les �̂lots sont ef-
fectivement compl�etement facett�es, sans aucun cran, comme nous l'avons suppos�e

dans la �gure 3.VIII. Mais d�es que la temp�erature s'�el�eve un peu, des crans ap-
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paraissent entre les facettes, de telle mani�ere qu'une particule allant d'une petite

facette vers un grande facette sera ralentie par la pr�esence de ces crans. Int�egrer

cet e�et dans nos calculs aurait donc pour cons�equence de translater un peu nos

courbes vers le haut. Nous aurions pu prendre en compte cet e�et dans la châ�ne

de Markov : cela aurait compliqu�e un peu plus les calculs, mais surtout pour ce
faire, nous aurions s eu besoin de connâ�tre le nombre de crans entre chaque

facette en fonction de la temp�erature. Ne le connaissant pas, nous aurions �et�e

oblig�e de l'introduire comme param�etre dans nos �equations 8. Nous avons pr�ef�er�e

pr�esenter un calcul sans param�etre et qui demeure d�ej�a assez compliqu�e sans cet

e�et.

D'autre part, nous avons suppos�e pour �etablir le syst�eme d'�equations di��eren-
tielles 3.40 et 3.41 que l'on passait d'une forme compl�etement facett�ee avec une

facette L �a un autre forme compl�etement facett�ee avec L+1 par nucl�eation d'un

nouveau rang. Or le syst�eme n'a qu'un nombre limit�e de formes compl�etement
facett�ees. L'analyse e�ectu�ee ici tient donc compte de trop de formes compl�ete-
ment facett�ees par rapport aux simulations : int�egrer cet e�et dans nos calculs
devrait donc translater les courbes obtenues vers le bas. Calculer exactement la
surestimation due �a cet e�et nous apparâ�t être un probl�eme tr�es di�cile �a r�e-
soudre et nous n'avons pas tent�e de le faire. Les deux e�ets qui viennent d'être

expos�es et dont nous n'avons pas tenu compte agissent en sens oppos�es.

En�n, nous observons un tr�es bon accord entre les simulations Monte Carlo et
les courbes int�egr�ees, non seulement pour les tr�es basses temp�eratures, mais aussi
aux hautes temp�eratures : l'accord est encore tr�es bon �a 250 K. Ceci est beaucoup

plus surprenant. En e�et, pour �etablir la formule du temps de nucl�eation 3.33,

nous avons suppos�e que le syst�eme �etait dans le r�egime basse temp�erature Lc �
L : c'est �a dire que la longueur de corr�elation d'�equilibre entre crans est tr�es
sup�erieure �a la taille caract�eristique de l'̂�le. Or, un petit calcul rapide donne (en
unit�e de pas du r�eseau ) :

Lc(500K) = 1:59

Lc(250K) = 5:08

Lc(125K) = 51:8

Lc(83K) = 542

Ainsi, il apparâ�t tout �a fait �etonnant de retrouver les bonnes valeurs du temps
de relaxation aux temp�eratures de 500K et 250K, o�u le raisonnement que nous

avons e�ectu�e ne s'applique plus au vue des valeurs de Lc. Nous n'avons pas

d'explications physiques permettant de rendre compte du tr�es bon accord entre
nos calculs analytiques et les r�esultats des simulations Monte Carlo �a ces temp�e-

8. Le nombre de crans entre chaque facette doit suivre une loi de type Arrh�enius analogue �a

la loi 3.1, mais nous ne connaissons pas le pr�efacteur et nous avons besoin d'un nombre entier

de crans entre chaque facette et pas d'une valeur moyenne.
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Fig. 3.XV { Diagramme sch�ematique pr�esentant les allures asymptotiques du
temps de relaxation en fonction de la taille des �̂lots. Les domaines haute et
basse temp�eratures sont signal�es ainsi que les principales caract�eristiques des lois

puissances r�egissant la relaxation des �̂lots 2D dans ces domaines c'est �a dire
l'exposant du nombre de particules N dans l'̂�lot, et l'�energie d'activation du temps

de relaxation.

ratures.

L'image pr�esent�ee dans cette partie semble être su�samment compl�ete pour

fournir une compr�ehension globale mais pr�ecise des processus conduisant �a la
relaxation d'̂�lots bidimensionnels �a basse temp�erature.

3.5 Courbe universelle

Cette �etude �a deux dimensions nous a amen�e �a distinguer deux r�egimes de
relaxation : un r�egime haute temp�erature r�egi par la loi de Mullins (Sect. 3.1.4),
et un r�egime basse temp�erature r�egi par la loi Eq. 3.36 9. Les domaines haute
temp�erature et basse temp�erature sont d�e�nis �a partir de la quantit�e Lc �etablie

Sect. 3.2. Ainsi, les �equations suivantes permettent de r�esumer les deux compor-

tements observ�es :

tHT
relaxation / exp[3E=kbT ]N

2 pour N � L2
c (3.46)

tLTrelaxation / exp[4E=kbT ]N pour N � L2
c (3.47)

Pour L = Lc, les deux temps de relaxation ci-dessus doivent être identiques. C'est

e�ectivement le cas en tenant compte du fait : exp[3E=kbT ] / L6
c et exp[4E=kbT ] /

9. Dans cette partie, nous ne tiendrons compte que des comportements asymptotiques tout

en gardant �a l'esprit qu'il existe une transition entre les deux r�egimes.
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Fig. 3.XVI { R�esultats des simulations dans les coordonn�ees
(log(trelaxation=N

5
c ); log(N=Nc))(le temps de relaxation est donn�e en seconde).

Tous les points obtenus se placent sur une même courbe. Les deux droites en

trait plein sont de pente 1 et 2 : elles permettent de mettre en �evidence les deux
r�egimes haute et basse temp�eratures.

L8
c , puisqu'en reportant ces relations dans les �equations 3.46 et 3.47, il vient :

tHT
relaxation(Lc) / L10

c = N5
c (3.48)

tLTrelaxation(Lc) / L10
c = N5

c (3.49)

O�u Nc est d�e�ni par Nc = L2
c . Les �equations 3.48 ou 3.49 d�e�nissent la courbe

partageant le plan (log(Trelaxation), log(N)) en deux parties haute et basse tem-

p�eratures. La �gure 3.XV illustre sch�ematiquement l'allure des courbes dans ce
plan.

Nous pouvons poursuivre cette analyse en remarquant que les �equations 3.46
et 3.47 peuvent s'�ecrire sous une forme simpli��ee ne d�ependant que du nombre
de particules normalis�e par le nombre Nc :

trelaxation /

8<
: N5

c

�
N
Nc

�2
for N

Nc
� 1

N5
c
N
Nc

for N
Nc
� 1

Ainsi, le temps de relaxation est une fonction simple du rapport N=NC . En tra-

�cant la quantit�e trelaxation=N
5
c en fonction de N=Nc, la courbe obtenue ne d�epend

pas de la temp�erature : la �gure 3.XVI pr�esente les points obtenus �a partir de

nos simulations, dans un diagramme (log(trelaxation=N
5
c ),log(N=Nc)). Les points

s'ajustent bien sur une même et unique courbe. Nous avons trac�e des droites de

pente 1 et 2 pour distinguer les deux r�egimes haute et basse temp�eratures. Nous

observons que la zone de transition entre ces r�egimes se situe bien autour du point
log(N=Nc) = 0, ce qui est bien en accord avec notre analyse.
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3.6 Conclusion

Au cours de cette �etude �a deux dimensions, deux r�egimes de relaxation, haute

et basse temp�eratures ont �et�e mis en �evidence. Le r�egime de relaxation haute

temp�erature est bien d�ecrit par la loi Mullins : l'�etape limitante de la relaxation
est la di�usion atomique de surface. Cette loi ne devient plus valable �a basse

temp�erature : la nouvelle �etape limitante de la relaxation �a basse temp�erature est

la nucl�eation d'un germe de taille critique sur une facette. Nous avons donn�e une

description tr�es pr�ecise de cette �etape et sa dur�ee a �et�e d�etermin�ee en utilisant

le cadre math�ematique des châ�nes de Markov. L'accord entre les r�esultats de
nos simulations et les calculs analytiques est tr�es bon. En�n, un crit�ere pr�ecisant

les domaines haute et basse temp�erature a �et�e �etabli, et nous avons r�eussi �a

synth�etiser nos r�esultats sous forme d'une courbe universelle donnant le temps

de relaxation en fonction du nombre d'atomes dans l'̂�lot.
Ces di��erents r�esultats permettent d'avoir une compr�ehension pr�ecise des ph�e-

nom�enes r�egissant la relaxation de forme des �̂lots bidimensionnels.

Les travaux pr�esent�es dans ce chapitre ont fait l'objet des deux publications
suivantes :

{ P. Jensen, N. Combe, H. Larralde, J. -L. Barrat, C. Misbah, and A. Pim-
pinelli, Euro. Phys. J. B 11, 497-504 (1999).

{ N. Combe and H. Larralde, Phys. Rev. B 62, 16074 (2000).
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Chapitre 4

Etude �a trois dimensions

Ce chapitre pr�esente l'�etude de la cin�etique de relaxation de cristallites tri-

dimensionnelles. Nous pr�esentons tout d'abord les r�esultats obtenus lors des si-
mulations : temps de relaxation en fonction de la temp�erature et de la taille des
cristallites et rapport d'aspect en fonction du temps. Dans un deuxi�eme temps,
nous �etudierons pr�ecis�ement l'�etape limitante de la relaxation �a basse temp�era-

ture. Nous montrerons que le temps de relaxation varie exponentiellement avec la
taille des cristallites �a basse temp�erature.
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Apr�es avoir examin�e la relaxation d'̂�les bidimensionnelles, nous allons mainte-

nant pr�esenter l'�etude e�ectu�ee sur des cristallites tridimensionnelles. Cette �etude

est motiv�ee par les nombreuses exp�eriences de d�epôt en �epitaxie et en particulier

par les exp�eriences du groupe `Agr�egats' du D�epartement de Physique des Ma-

t�eriaux de l'universit�e Claude Bernard Lyon 1. Au lieu de d�eposer des atomes,
les exp�erimentateurs de ce groupe d�eposent des agr�egats d�ej�a form�es (technique

LECBD) sur le substrat, ceux-ci peuvent alors di�user [70, 14, 71] et coalescer

[47] lors de leurs rencontres. La vitesse de coalescence de deux agr�egats est donc

un crit�ere important pour le contrôle de la croissance et de la morphologie de

ces couches. L'�etude pr�esent�ee ici concerne la cin�etique de relaxation de forme de
cristallites tridimensionnelles.

Dans une premi�ere partie, nous exposerons bri�evement quelques r�esultats
connus sur la transition rugueuse : en e�et, une surface dans un espace �a trois di-

mensions est fondamentalement di��erent du cas �a deux dimensions. Les di��erents
r�esultats obtenus lors de nos simulations seront ensuite expos�es. En�n, dans un
dernier temps, nous nous int�eresserons plus pr�ecis�ement �a l'�etude de la relaxation

�a basse temp�erature et donnerons �a cette occasion une interpr�etation permettant
d'expliquer les di��erents r�esultats obtenus dans ce r�egime.

4.1 Transition rugueuse

L'examen de la morphologie d'une surface au cours de son refroidissement, �a
partir de sa temp�erature de fusion, montre habituellement une surface tr�es ru-

gueuse �a une temp�erature proche de la temp�erature de fusion; la rugosit�e diminue
ensuite avec la temp�erature, et �nalement la surface devient compl�etement facet-

t�ee �a basse temp�erature. La surface subit alors ce que l'on nomme la transition
rugueuse.

Qualitativement, cette transition peut être comprise de la mani�ere suivante
[19]. Cr�eer une marche coûte une certaine �energie w par une unit�e de longueur de

cette marche, mais il existe alors un gain entropique s par unit�e de longueur, si
bien que le coût en �energie libre par unit�e de longueur de la marche est w � Ts.

Ainsi, si la temp�erature est su�samment grande, le gain entropique est sup�erieur

�a la perte �energ�etique, et la cr�eation de marches est favoris�ee, la transition entre

les deux r�egimes s'e�ectuant �a une temp�erature que l'on nomme temp�erature
de transition rugueuse. Les caract�eristiques importantes de cette transition sont

les suivantes. Au dessus de la temp�erature de transition rugueuse, la tension de
marche (ou de ligne) s'annule et la fonction de corr�elation des hauteurs de la

surface f(~r) =< z(~R+~r)� z(~R) > diverge lorsque k~rk !1 : c'est g�en�eralement

cette derni�ere d�e�nition qui est utilis�ee pour d�e�nir la transition rugueuse.

La temp�erature de transition rugueuse d'une surface dans un espace �a deux
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dimensions est nulle 1, alors qu'elle est �nie �a trois dimensions. Ainsi, le compor-

tement de la cin�etique de relaxation de cristallites tridimensionnelles sera certai-

nement a�ect�e au passage de la temp�erature de transition rugueuse. Un lecteur

int�eress�e par une �etude plus d�etaill�ee sur le sujet pourra se reporter par exemple

aux ouvrages de Pimpinelli et Villain [19] et de Zangwill [72], aux articles de
Politi [49], de Lapujoulade [54], de Balibar et Castaing [73], de Van Beijeren et

Nolden [74], de Weeks [75] et de Nozi�eres [4, 76, 77].

Apr�es avoir donn�e ces quelques pr�ecisions concernant la transition rugueuse,
nous allons maintenant exposer les di��erents r�esultats obtenus lors de nos simu-

lations.

4.2 R�esultats des simulations

Comme dans le cas de l'�etude �a deux dimensions, nous allons tout d'abord

donner les r�esultats des simulations sans vraiment les interpr�eter. La prochaine
partie sera r�eserv�ee pour une �etude plus pr�ecise des processus de relaxation. Dans
un premier temps, nous �etudierons la morphologie des cristallites, puis le compor-

tement du rapport d'aspect en fonction du temps pour di��erentes temp�eratures.
En�n, nous examinerons la d�ependance du temps de relaxation en fonction de la
temp�erature, puis en fonction de la taille des cristallites.

4.2.1 Morphologies des cristallites

Les �gures 4.I et 4.II montrent l'�evolution de la morphologie de cristallites de
675 particules et de 1728 particules �a des temp�eratures respectives de 700 K et 300
K 2. A haute temp�erature, malgr�e la pr�esence de quelques facettes, la surface de
la cristallite laisse apparâ�tre une rugosit�e importante entre ces facettes. A basse

temp�erature au contraire, les cristallites apparaissent compl�etement facett�ees et
aucune zone rugueuse n'est pr�esente �a la surface.

4.2.2 Variation du rapport d'aspect et de l'�energie en

fonction du temps

La �gure 4.IIIa) pr�esente la variation du rapport d'aspect des cristallites �a
di��erentes temp�eratures en fonction du temps. Comme �a deux dimensions, un r�e-

gime haute temp�erature o�u la relaxation se fait de mani�ere continue et r�eguli�ere

est observ�e. A basse temp�erature, le lecteur pourra deviner la pr�esence de paliers

1. Il n'y a pas de transition rugueuse �a deux dimensions, une surface in�nie est toujours

rugueuse. Par contre, comme nous l'avons vu sur les �̂lots bidimensionnels, une temp�erature de

transition rugueuse e�ective peut être d�e�nie dans le cas de surfaces de taille �nie.

2. les couleurs de chaque particule sont donn�ees en fonction de leur nombre de voisins : par

exemple, les particules vertes ont 9 voisins.
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Fig. 4.I { Evolution de la morphologie d'une cristallite contenant 675 particules
�a une temp�erature de 700 K
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Fig. 4.II { Evolution de la morphologie d'une cristallite contenant 1728 particules

�a une temp�erature de 300 K
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Fig. 4.III { a) Rapport d'aspect des cristallites en fonction du logarithme du
temps pour di��erentes temp�eratures. b) Energie totale (en eV) d'une cristallite
contenant 1728 particules �a 700 K et 350 K. Le temps a �et�e normalis�e par le temps

de relaxation total de chaque cristallite a�n de pouvoir comparer les di��erentes
courbes.

d'autant plus visibles que la cristallite est proche de sa forme d'�equilibre. La �-
gure 4.IIIb) pr�esente l'�energie totale d'une cristallite contenant 1728 particules �a

700K et �a 350 K. A basse temp�erature, les paliers sont bien visibles. La cristallite

reste donc bloqu�ee pendant des temps tr�es importants dans certaines con�gu-
rations. Nous avons v�eri��e que ces con�gurations correspondaient �a des formes
compl�etement facett�ees (analogues �a celles de la �gure 4.II). L'�etape limitante

de la relaxation �a basse temp�erature est donc le passage d'une forme compl�ete-
ment facett�ee �a la suivante. L'�etude approfondie de cette �etape fera l'objet de la

prochaine partie (Sect. 4.3).

4.2.3 Temps de relaxation en fonction de la temp�erature

La �gure 4.IVa) pr�esente la d�ependance du logarithme du temps de relaxation

en fonction de 1=kbT o�u kb est la constante de Boltzmann et T la temp�erature.

Le temps de relaxation est une fonction d�ecroissante de la temp�erature. La �-
gure 4.IV b) montre la variation de l'�energie d'activation du temps de relaxation

en fonction de la temp�erature. Cette fonction est elle aussi d�ecroissante avec la
temp�erature. L'�energie d'activation �a une temp�erature �x�ee semble augmenter

avec la taille des cristallites 3.

3. Cette a�rmation est �a prendre avec pr�ecaution vu le peu de donn�ees dont nous disposons.
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Fig. 4.V { a) Temps de relaxation (en seconde) en fonction du nombre de par-

ticules des cristallites pour di��erentes temp�eratures en diagramme Log-Log. La

valeur entre parenth�eses est la pente moyenne des r�egressions lin�eaires e�ectu�ees

sur chaque courbe.
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4.2.4 Temps de relaxation en fonction de la taille

La �gure 4.V fournit en diagramme Log-Log la d�ependance du temps de re-

laxation en fonction de la taille des cristallites pour di��erentes temp�eratures. Nous

observons que ce temps augmente avec le nombre de particules. D'autre part,
nous avons not�e entre parenth�eses pour chaque temp�erature la pente moyenne

de chaque courbe. La pr�ediction de Mullins est encore une fois v�eri��ee �a haute

temp�erature (exposant 1:3 � 4=3 �a 800K). Contrairement aux observations ef-
fectu�ees en 2 dimensions, la pente des courbes augmente lorsque la temp�erature

diminue. Cette pente vaut 1.3 �a 800K et augmente jusqu'�a 5:4 �a 400K. Cette
augmentation continue de l'exposant et ces valeurs tr�es importantes �a basse tem-

p�erature peuvent nous laisser penser que la loi du temps de relaxation en fonc-

tion du nombre de particules dans les cristallites n'est peut-être pas simplement
une loi de puissance mais qu'il faut peut-être y inclure une loi exponentielle :

trelaxation / N� exp(f(N;T )) o�u f(N;T ) est une fonction du nombre de parti-
cules dans les cristallites et de la temp�erature. Nous tenterons de d�emontrer par
la suite (Sect. 4.3) que le comportement de ces courbes �a basse temp�erature est

e�ectivement exponentiel.

Nous allons dans la prochaine partie nous consacrer �a l'�etude de la relaxation
�a basse temp�erature puisque celle-ci ne peut être expliqu�ee par la loi de Mullins.

4.3 Nucl�eation

La partie pr�ec�edente nous a permis de distinguer deux r�egimes de relaxation,
un r�egime haute temp�erature et un r�egime basse temp�erature. Dans le r�egime

haute temp�erature, la rugosit�e tr�es forte de la surface des cristallites fait de la
di�usion atomique de surface un processus de transport e�cace. Au contraire, �a
basse temp�erature et de mani�ere analogue au cas bidimensionnel, la pr�esence de
larges facettes limite l'e�cacit�e de la di�usion de surface et l'analyse des r�esul-
tats obtenus nous a permis d'�emettre une hypoth�ese quant au nouveau processus

limitant de la relaxation : cette �etape correspond au passage d'une forme compl�e-
tement facett�ee �a la suivante. Nous allons dans cette partie �etudier de mani�ere

approfondie ce processus. Nous verrons, tout d'abord, que cette �etape s'e�ectue
par la nucl�eation d'un germe (�a deux dimensions) sur une facette, et que celui-ci
crô�t jusqu'�a remplir compl�etement la facette. La m�ethode appel�ee \�echantillon-

nage en parapluie" 4 sera bri�evement d�ecrite : elle nous a permis de mesurer la

barri�ere d'�energie libre n�ecessaire �a la nucl�eation du germe. Nous comparerons
ensuite les di��erentes barri�eres en fonction de la taille des cristallites. Puis, un
mod�ele physique permettant de comprendre nos r�esultats sera explicit�e. Pour

�nir, nous reviendrons sur la notion de transition rugueuse avec les nouvelles

donn�ees acquises.

4. On la d�esigne g�en�eralement par le terme anglais : Umbrella sampling.
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Fig. 4.VI { Cristallite contenant 2500 particules �a une temp�erature de 350 K lors
de la cr�eation d'un germe.

4.3.1 Morphologies et �energies lors de l'�etape limitante

La �gure 4.VI d�ecrit la morphologie d'une cristallite contenant 2500 particules
�a 300 K lors de l'�etape limitante mise en �evidence Sect. 4.2.2. Le lecteur pourra
observer la pr�esence d'un germe de nucl�eation sur la facette. Nous avons pris

soin de colorier les particules des pointes de la cristallite de couleurs di��erentes
a�n de mettre en �evidence l'origine des particules pr�esentes dans le germe. La
�gure 4.VI montre que les particules pr�esentes dans le germe proviennent majori-
tairement des pointes : les pointes servent de r�eservoir de particules. Le germe de

la �gure 4.VI va crô�tre jusqu'�a remplir compl�etement la facette amenant ainsi la

cristallite dans une forme plus proche de son �etat d'�equilibre.

D'autre part, l'observation de la coupe transversale de la cristallite permet
de d�ecrire exactement les �etapes qui suivent directement la nucl�eation. La �-

gure 4.VII pr�esente sch�ematiquement la coupe transversale observ�ee lors de la
nucl�eation d'un germe : la cristallite peut être d�ecrite par la donn�ee des valeurs
de L et S. La nucl�eation se fait sur une facette (111) (facette de taille L ou S).

Une fois que la facette est pleine, une facette (100) de taille 3 est apparue. Les

facettes (100) sont peu favorables �energ�etiquement, et tr�es rapidement une nou-
velle nucl�eation sur cette facette s'e�ectue. La cristallite se retrouve alors dans
une forme analogue �a celle de d�epart o�u L! L+ 1 et S ! S.

La croissance du germe semble analogue �a la croissance d'un germe de liquide

dans un gaz sursatur�e [78]. C'est pourquoi nous avons examin�e l'�evolution de

l'�energie totale de la cristallite en fonction du temps avec l'espoir de voir une

barri�ere d'�energie lors de la cr�eation de ce germe. La �gure 4.VIIIa) pr�esente la

variation de l'�energie totale d'une cristallite de 2500 particules �a 350 K au cours
de la relaxation : les paliers mentionn�es au paragraphe 4.2.2 sont ici bien visibles.

La �gure 4.VIIIb) pr�esente un d�etail de la courbe pr�ec�edente au moment de la
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Fig. 4.VIII { a) Variation de l'�energie totale (en eV) en fonction du temps (en

seconde) d'une cristallite de 2500 particules �a 350 K. b) D�etail de la courbe a)

(grossissement de la zone encadr�ee) pr�ecisant la variation d'�energie totale lors
de la nucl�eation d'un germe sur une facette. La 
�eche montre la pr�esence d'une

barri�ere d'�energie lors de la formation du germe.
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cr�eation d'un germe. Une barri�ere d'activation est e�ectivement pr�esente, mais

malheureusement, pour pouvoir �evaluer de fa�con pr�ecise et comparer les barri�eres

d'�energie, il nous faut connâ�tre la variation d'�energie libre et non la variation

d'�energie interne. Et e�ectivement, la mesure de la barri�ere obtenue �a partir de

l'�energie totale de la cristallite n'est pas une quantit�e reproductible : nous avons
parfois observ�e des transitions avec une barri�ere d'�energie pratiquement nulle.

Pour �evaluer l'�energie libre au cours de cette transition, nous avons utilis�e la

technique de l'�echantillonnage en parapluie.

4.3.2 Echantillonnage en parapluie : principe et applica-

tion

Nous allons exposer ici la m�ethode de l'�echantillonnage en parapluie appli-

qu�ee �a notre cas. Le lecteur pourra se reporter �a l'ouvrage de Chandler [79] pour

une description plus pr�ecise et plus g�en�erale. Cette m�ethode permet de d�eter-
miner num�eriquement l'�energie libre d'un syst�eme en des points de l'espace des

phases qui peuvent être �energ�etiquement d�efavorables. C'est tout �a fait notre cas,
puisque le nucl�eation d'un germe est un �ev�enement rare et rapide. Pour forcer
le syst�eme �a visiter cette partie de l'espace des phases, un potentiel attractif

est ajout�e �a l'hamiltonien du syst�eme : nous laissons �evoluer le syst�eme avec ce
nouvel hamiltonien au cours d'une simulation Monte Carlo (de type M�etropo-
lis). Dans notre cas pr�ecis, nous ajoutons un potentiel harmonique d�ependant du

nombre q de particules contenues dans le germe et centr�e sur un germe de taille q0 :

W (q; q0) = 1=2�(q�q0)2. Ainsi, nous allons forcer le syst�eme �a visiter l'espace des
phases tout en gardant une valeur du nombre de particules dans le germe autour
de la valeur q0. Le choix de la forme du potentiel n'est pas d�eterminant (pourvu
que ce soit un potentiel de con�nement) bien que certains potentiels donnent de

meilleurs r�esultats que d'autres. Par contre, le choix de la force du potentiel (ici
la valeur de �) est crucial : ces deux points sont tr�es largement discut�es dans la
r�ef�erence [79] 5.

Nous allons maintenant �etablir les �equations permettant de calculer l'�energie
libre de notre syst�eme non perturb�e. Nous d�esirons obtenir l'�energie libre de notre

syst�eme pour un qcalcul donn�e :

F (qcalcul) = �kbT ln (ZH(qcalcul)) (4.1)

ZH(qcalcul) est la fonction de partition du syst�eme non perturb�e r�eduite au sous-
espace des phases q = qcalcul.

Nous calculons la valeur moyenne< �q0(q�qcalcul) > de la fonction �(q�qcalcul)
o�u � d�esigne la fonction de Dirac pour l'hamiltonien H +W (q; q0) du syst�eme

5. Nous avons �x�e la valeur de � �a partir de l'ordre de grandeur des barri�eres d'�energie que

nous avons observ�ees au paragraphe 4.3.1



64 CHAPITRE 4. ETUDE �A TROIS DIMENSIONS

perturb�e :

< �q0(q � qcalcul) > =

R
tout �(q � qcalcul) exp[� (H +W (q; q0)) =kT ]

Zperturb(q0)

= exp(�W (qcalcul; q0)=kT )

R
q=qcalcul

exp(�H=kT )
Zperturb(q0)

= exp(�W (qcalcul; q0)=kT )
ZH(qcalcul)

Zperturb(q0)
(4.2)

O�u
R
tout et

R
q=qcalcul

d�esigne respectivement une int�egration sur tout l'espace des

phases et sur le sous-espace des phases q = qcalcul.

Il vient donc de l'�equation 4.2:

ZH(qcalcul) =< �q0(q � qcalcul) > Zperturb(q0) exp[W (qcalcul; q0)=kT ] (4.3)

Il nous su�t alors de prendre le logarithme de cette expression pour obtenir
l'�energie libre de notre syst�eme non perturb�e pour un qcalcul donn�e :

F (qcalcul) = �kbT ln [ZH(qcalcul)] (4.4)

= �kbT ln [< �q0(q � qcalcul) > exp(W (qcalcul; q0)=kT )]

�kbT ln (Zperturb(q0)) (4.5)

L'algorithmeMonte Carlo nous permet de calculer la valeur de < �q0(q�qcalcul) >,
et nous connaissons la valeur de exp(W (qcalcul; q0)=kT ) pour un qcalcul donn�e,
puisque nous avons choisi le potentiel W ainsi que la valeur de q0. L'�equation 4.5
nous permet donc de calculer la valeur de l'�energie libre de notre syst�emeF (qcalcul)
�a une constante additive kbT ln(Zperturb(q0)) pr�es. Pour un q0 donn�e, les valeurs de

qcalcul sont concentr�ees autour du point q0 (puisque le potentiel additionnel con�ne
le syst�eme dans ces �etats). Pour obtenir la courbe totale de l'�energie libre en
fonction de q, nous calculons plusieurs courbes pour di��erentes valeurs de q0 puis

nous translatons verticalement ces courbes : c'est la continuit�e de l'�energie libre

en fonction de q qui doit nous guider pour recoller les morceaux correctement.

Nous obtenons ainsi l'�energie libre en fonction de q �a une valeur additive pr�es.
La �gure 4.IX pr�esente un exemple de courbes obtenues avant le recollement par

continuit�e et l'�elimination des points non signi�catifs �a chacune des extr�emit�es

de ces courbes.

4.3.3 Comment comparer les courbes obtenues?

L'�echantillonnage en parapluie nous a permis de d�eterminer les variations de

l'�energie libre en fonction du nombre de particules dans le germe �a une constante

additive pr�es. D'autre part, les valeurs obtenues pour des q faibles (typiquement
q � 2 �a 400K) ne sont pas tr�es physiques puisque le syst�eme a tendance �a cr�eer
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Fig. 4.IX { Energie libre (en eV) �a une constante additive pr�es d'une cristallite en
fonction du nombre de particules q dans le germe. Chacune des courbes correspond
�a une valeur de q0 du potentiel perturbatif W (q; q0).

de mani�ere naturelle des monom�eres �a sa surface, et qui ne sont pas des germes.

Les mesures e�ectu�ees pour q faible ne doivent donc pas rendre compte de la
nucl�eation. Ainsi, pour comparer les di��erentes courbes obtenues �a partir des
cristallites, la technique qui consiste �a faire co��ncider les courbes en q = 0 n'est
pas applicable. Nous avons donc dû recourir �a une autre m�ethode.

Par analogie avec la cr�eation d'un germe de liquide dans un gaz sursatur�e [78],

la variation d'�energie libre au cours de la cr�eation du germe de nucl�eation peut
être interpr�et�ee par deux termes : un premier terme est relatif �a la cr�eation du
p�erim�etre d'un germe circulaire de rayon r : �Fperimetre = 2�r
ligne = 2
ligne

p
�q,

et le deuxi�eme terme repr�esente le gain d'�energie �a faire passer des particules de la

pointe de la cristallite dans le germe �Fvolume = ��r2�� = �q��. Nous avons
utilis�e l'�egalit�e q = �r2, 
ligne est la tension de ligne du germe et �� la di��erence
de potentiel chimique d'une particule venant d'une pointe sur la facette. L'�energie

libre de cr�eation du germe s'�ecrit donc :

�F (q) = 2
ligne
p
�q � q�� (4.6)

Nous avons tent�e d'ajuster cette �equation sur les courbes obtenues par la tech-

nique de l'�echantillonnage en parapluie. Les r�egressions ainsi e�ectu�ees sont en

tr�es bon accord avec les courbes obtenues par la technique de l'�echantillonnage

en parapluie. Nous avons ensuite translat�e les courbes de telle mani�ere que les
extrapolations des r�egressions en q = 0 passent toutes par le point q = 0;�F = 0.
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4.3.4 Variation de l'�energie d'activation suivant la taille

de la cristallite

0 10 20 30 40
q

−0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 ∆
F

13632 (3.2)

8624 (4.7)

5688 (4.4)

3200(4)

1728 (2.3)

Fig. 4.X { Energie libre (en eV) des cristallites lors de la formation d'un germe

de nucl�eation en fonction du nombre q de particules dans le germe. Ces courbes
sont obtenues pour une temp�erature de 400 K avec des cristallites qui ont approxi-
mativement le même rapport d'aspect. Pour chaque courbe, la l�egende indique le
nombre de particules dans la cristallite et entre parenth�ese le rapport d'aspect
de celle-ci. Les courbes pleines sont les r�egressions e�ectu�ees �a partir de l'�equa-

tion 4.6.

La �gure 4.X pr�esente l'�energie libre des cristallites lors de la cr�eation du
germe de nucl�eation en fonction du nombre de particules dans le germe. Plusieurs
courbes ont �et�e trac�ees pour des tailles de cristallites di��erentes �a une temp�erature

de 400K. Ces cristallites ont �et�e choisies avec un rapport d'aspect d'environ 4.

La �gure 4.X permet de v�eri�er tout d'abord que les r�egressions e�ectu�ees
�a partir de l'�equation 4.6 sont en tr�es bon accord avec les courbes obtenues.

D'autre part, la barri�ere d'activation augmente clairement avec le nombre de
particules dans les cristallites et les valeurs obtenues (entre 0:5 eV et 1 eV) sont

en relativement bon accord avec les valeurs de l'�energie d'activation du temps
de relaxation, pr�ealablement trac�ees �g. 4.IV b). En�n, les r�egressions e�ectu�ees

nous permettent d'obtenir la valeur de la tension de ligne 
ligne �a une temp�erature

donn�ee. Nous avons obtenu �a partir des courbes de la �gure 4.X : 
ligne = 0:13�
0:01 eV/pas du r�eseau. Cette valeur est bien du même ordre de grandeur que

l'�energie de liaison entre particules : E = 0:1eV . D'autre part, ces r�egressions

nous permettent aussi de d�eterminer la valeur de ��. Le tableau 4.1 r�esume les
di��erentes valeurs des tensions de ligne, des di��erences de potentiel chimique et

des barri�eres d'�energie libre mesur�ees �a partir des r�egressions e�ectu�ees sur les
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Temp�erature taille de l'̂�lot 
ligne �� �G�

1728 0:126 0:097 0:51

3200 0:11 0:073 0:52

400K 5688 0:12 0:0694 0:67
8624 0:14 0:0710 0:87
13632 0:146 0:066 1:03

Tab. 4.1 { Tableau donnant les di��erentes valeurs recueillies �a partir des r�egres-

sions e�ectu�ees sur les courbes de la �gure 4.X. �G� est la hauteur de la barri�ere

d '�energie libre.

courbes de la �gure 4.X.

4.3.5 Interpr�etation

Le tableau 4.1 montre clairement que la taille de la barri�ere d'�energie libre

pour nucl�eer un germe d�epend de la taille de la cristallite consid�er�ee. Pour com-
prendre la d�ependance en taille de cette barri�ere, l'extr�emit�e de la cristallite peut

en premi�ere approximation être trait�ee de mani�ere continue. Le potentiel chimique

des particules de la pointe est alors donn�e par la formule de Herring (Eq. 2.1). La
courbure est calcul�ee en assimilant la pointe �a une moiti�e d'ellipso��de. En suppo-
sant le potentiel chimique des particules nul sur la facette (la courbure est nulle
sur la facette), nous �etablissons la variation de potentiel chimique des particules

allant de la pointe vers la facette :

�� = 
surface� (4.7)

O�u 
surface est la tension de surface moyenne de l'extr�emit�e de la cristallite et �

sa courbure. Finalement, la valeur de la barri�ere d'�energie �F � est obtenue pour
le maximum de l'�energie libre donn�ee par l'�equation 4.6 :

�F � =
�
2ligne

��
=

�
2ligne


surface

1

�
(4.8)

Pour une valeur q� =

2ligne�

��2
=


2ligne�


2surface

1

�2
(4.9)

A rapport d'aspect donn�e, la courbure de la pointe est proportionnelle �a la racine

cubique du nombre de particules dans la cristallite, et ainsi, la barri�ere d'�ener-

gie est proportionnelle �a la taille caract�eristique de la cristallite. La �gure 4.XI

montre que les �equations 4.7 et 4.8 sont en bon accord avec nos simulations et per-
mettent d'obtenir des valeurs coh�erentes de la tension de surface, c'est-�a-dire du
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Fig. 4.XI { D�ependance de la barri�ere de nucl�eation en eV (mesur�ee par le maxi-
mum des courbes de la �gure 4.X) en fonction de la courbure de la pointe de la
cristallite (donn�e en (pas du r�eseau)�1). Dans l'encart, nous avons trac�e la d�e-

pendance de �� (d�etermin�ee �a partir de r�egressions) en fonction de la courbure
�.

même ordre de grandeur que l'�energie de liaison E = 0:1eV : 
surface = 0:18�0:01
eV/(pas du r�eseau)2 �a 400K. Les valeurs de �� et �F� ont �et�e obtenues �a par-
tir des courbes et des r�egressions de la �gure 4.X. Le mod�ele pr�esent�e ci-dessus
permet de rendre compte de nos r�esultats. N�eanmoins, il n'est pas compl�etement

satisfaisant : la pointe des cristallites �etant compl�etement facett�ee �a basse tem-
p�erature, l'approximation de pointe continue n'est pas applicable. Cependant, il
est vrai que cette courbure moyenne donne une estimation grossi�ere de la densit�e

de crans et de marches sur la pointe, et donc de la densit�e de particules mobiles
qui peuvent contribuer au transfert de masse.

Nos mesures de la barri�ere d'�energie libre ne sont pas su�samment pr�ecises
pour pouvoir esp�erer, avec ces r�esultats, �etablir une th�eorie plus ad�equate. La
th�eorie pr�esent�ee ici permet de comprendre et de rendre compte correctement

des r�esultats, même si la description en terme de potentiel chimique d�ependant
de la courbure reste semi-quantitative. Pour �nir, nous mentionnerons les travaux

th�eoriques de Mullins et Rohrer [80] e�ectu�es �a la même �epoque que nos travaux

et qui pr�esentent un d�eveloppement macroscopique analogue �a notre approche.

4.3.6 Cons�equence pour le temps de relaxation

La d�ependance en taille de la barri�ere d'�energie libre implique que la dur�ee

moyenne de l'�etape limitante varie de mani�ere exponentielle avec la taille des
cristallites. La somme de ces dur�ees donne le temps de relaxation. Cette somme

d'exponentielles est domin�ee par son dernier terme, c'est-�a-dire celui pour lequel
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la cristallite est pratiquement �a l'�equilibre.

trelaxation =
N1=3X
L=L0

g(L) exp(�L=kBT ) / exp(�N1=3=kBT ) (4.10)

O�u � est un coe�cient qui sera pr�ecis�e ci-dessous, et g(L) une fonction inconnue de

L, plus faible qu'une exponentielle. Par cons�equent, le temps de relaxation total
varie lui aussi exponentiellement avec la taille des cristallites. Cette conclusion

valide donc les suppositions e�ectu�ees �a l'analyse des �gures 4.IV et 4.V. Le temps

de relaxation s'�ecrit donc �a basse temp�erature :

trelaxation = f(N) exp (
�
2ligne


surface
�N1=3=kBT ) (4.11)

O�u � est un coe�cient g�eom�etrique. Nous nous attendons �a ce que la fonction
f(N) soit donn�ee par la loi de Mullins : f(N) / N2, mais malheureusement,
nous ne pouvons le d�emontrer. En e�et, comme nous le verrons Sect. 4.3.7 la
tension de ligne d�epend de la temp�erature. D'autre part, les �gures 4.IV et 4.V

ne comportent pas su�samment de points pour que nous puissions tirer une
conclusion certaine quant au comportement lin�eaire des courbes ln(trelaxation=N

2)
en fonction de N1=3.

L'�equation 4.11 constitue le r�esultat principal de ce travail sur les cristallites

tridimensionnelles.

4.3.7 Tension de ligne en fonction de la temp�erature : re-

tour sur la transition rugueuse

Les r�egressions e�ectu�ees sur la barri�ere d'�energie libre Sect. 4.3.4 lors de

la nucl�eation des germes nous ont permis de mesurer la valeur de la tension de
ligne pour une temp�erature donn�ee. Nous avons e�ectu�e des mesures �a di��erentes

temp�eratures. Les th�eories [54, 76, 77] de la transition rugueuse pr�evoient que
cette quantit�e doit s'annuler �a la transition rugueuse. La �gure 4.XII pr�esente les
di��erentes valeurs obtenues de la tension de ligne en fonction de la temp�erature.

La tension de ligne d�ecrô�t e�ectivement avec la temp�erature comme pr�evu par
la th�eorie. Une estimation grossi�ere de la temp�erature de la transition rugueuse

�a partir de la courbe 4.XII donne une valeur autour de 1600K. Cette valeur

est en bon accord avec les pr�edictions e�ectu�ees sur des mod�eles de type SOS 6

[54, 81, 82, 83, 84] pour lesquels kbTr=E � 1:4 o�u Tr est la temp�erature de

transition rugueuse. En e�et, en prenant E = 0:1eV , ces mod�eles pr�edisent :

Tr = 1624K ce qui est bien du même ordre de grandeur que la temp�erature
estim�ee d'apr�es la �gure 4.XII.

6. Les mod�eles de type Solid-On-Solid sont tr�es proches du mod�ele que nous utilisons
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Fig. 4.XII { Valeur de la tension de ligne (en eV/(pas du r�eseau))mesur�ee �a
di��erentes temp�eratures et pour di��erentes cristallites.

Malheureusement, nous n'avons pu obtenir des valeurs de la tensions de ligne
pour des valeurs �elev�ees de la temp�erature (T > 1200K). Plusieurs explications
peuvent être avanc�ees. Tout d'abord, lorsque la temp�erature crô�t, le nombre

d'�etats visit�es dans la simulation Monte Carlo par la technique de l'�echantillon-
nage en parapluie doit être consid�erablement augment�e pour obtenir des valeurs

moyennes de la fonction �(q � qcalcul) correctes : en e�et, la probabilit�e de visi-

ter un �etat donn�e augmentant avec la temp�erature, le nombre d'�etats qu'il faut
visiter pour obtenir une valeur moyenne avec une pr�ecision acceptable augmente
consid�erablement. Les simulations demandent donc un temps de calcul accru.

D'autre part, plus la valeur de la tension de ligne est faible, plus la gamme

des q faibles pour lesquels la mesure de l'�energie libre n'est pas signi�cative de la
nucl�eation, est grande. En e�et, le syst�eme peut cr�eer des petites �̂les 2D de plus
en plus grandes sans augmenter son �energie libre : l'augmentation de l'�energie

interne est compens�ee par l'augmentation de l'entropie du syst�eme. Il faut donc
utiliser des germes ayant une taille critique importante ce qui nous contraint �a

choisir des syst�emes ayant un �� faible. Nous devons alors explorer une tr�es large

gamme de valeur de q, ce qui augmente le temps de calcul.

La taille des facettes diminue lorsque la temp�erature augmente jusqu'�a s'annu-
ler �a la temp�erature de transition rugueuse et il faut donc prendre des cristallites

de plus en plus gros pour que le germe n'ait pas d'interaction avec les bords de la
facette. A la temp�erature de transition rugueuse, la taille des facettes est nulle,

et nous ne pouvons donc plus utiliser notre technique de mesure de la tension de
ligne.

En�n d'un point de vue un peu plus technique, le potentiel rajout�e �a l'hamil-
tonien de d�epart intervient uniquement sur la cr�eation d'un germe sur une facette
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donn�ee. La nucl�eation de germes sur d'autres facettes n'est pas interdite. Ainsi,

si le cristallite choisi est trop loin de sa forme d'�equilibre, une nucl�eation risque

de se produire sur une autre facette, et notre mesure de l'�energie libre sera alors

erron�ee. Ce comportement arrivera d'autant plus que la temp�erature est �elev�ee.

Pour r�esoudre ce probl�eme, nous avons tent�e d'utiliser des cristallites pratique-
ment dans leur forme d'�equilibre; malheureusement, ceci entrâ�ne une valeur de

�� tr�es faible, ce qui repousse le maximum de l'�energie libre en fonction de q

pour des q �elev�es. Il faut alors parcourir un spectre des q beaucoup plus important

pour obtenir un r�esultat : le temps de calcul en est augment�e.

Nous n'avons donc pas pu mesurer la valeur de la tension de ligne pour des

temp�eratures tr�es proches de la transition rugueuse. N�eanmoins, pour r�esumer,

la tension de ligne d�ecrô�t e�ectivement avec la temp�erature et une estimation

grossi�ere de la temp�erature de transition rugueuse est en bon accord avec les
th�eories existantes sur des mod�eles analogues.

4.3.8 Limite de validit�e des simulations

A ce stade, il est important de rappeler que nous faisons une approximation
importante lors de nos simulations Monte Carlo (voir Sect. 2.2.3) : les particules
autoris�ees �a bouger sont les particules ayant moins de 6 voisins. Cette approxima-
tion est e�ectu�ee dans le but d'acc�el�erer les simulations et nous l'avions justi��ee

par le fait que nous nous int�eressions au r�egime basse temp�erature.

Mais lors de nos calculs de tension de ligne par la m�ethode de l'�echantillonnage
en parapluie, nous avons e�ectu�e des mesures �a haute temp�erature o�u l'hypoth�ese
cit�ee ne doit plus être v�eri��ee. Nous avons donc e�ectu�e des mesures de tension
de ligne pour di��erentes cristallites et �a di��erentes temp�eratures en comparant

les r�esultats obtenus lorsque seulement les particules ayant moins de 6 voisins

peuvent bouger et lorsque toutes les particules peuvent bouger. Le tableau 4.2
pr�esente les r�esultats obtenus. Nous pouvons observer que les valeurs des di��e-

rentes tensions de ligne sont pratiquement les mêmes �a basse temp�erature, mais
qu'elles di��erent �a plus haute temp�erature. Qualitativement, nous nous atten-
dons �a ce que la tension de ligne soit inf�erieure dans le cas o�u l'on tient compte

du mouvement de toutes les particules (11 voisins), puisqu'alors, la contribution
entropique sera plus importante (le nombre de micro-�etats accessibles dans l'es-

pace des phases est plus grand). Nous observons e�ectivement que, pour le peu

de donn�ees dont nous disposons, la tension de ligne mesur�ee avec 11 voisins est
inf�erieure (ou �egale) �a celle mesur�ee avec 6 voisins.

Nous retiendrons de cette observation que les valeurs des tensions de ligne

mesur�ees sont propres �a notre mod�ele. Mais par contre, quelque soit le mod�ele,
le comportement qualitatif de la tension de ligne en fonction de la temp�erature

doit rester le même.
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Temp�erature Volume de la cristallite 
ligne ��

600K 12141(6voisins) 0:08 0:027

12141(11voisins) 0:08 0:03

800K 12141(6voisins) 0:073 0:022
12141(11voisins) 0:06 0:024

1000K 12141(6voisins) 0:063 0:017

12141(11voisins) 0:04 0:019

Tab. 4.2 { Tableau donnant les di��erentes valeurs de la tension de ligne suivant

si toutes les particules peuvent bouger (11 voisins) ou si seules les particules avec

moins de 6 voisins sont autoris�ees �a bouger.

4.4 Conclusion

L'�etude e�ectu�ee �a trois dimensions nous a permis de mettre en �evidence deux

r�egimes haute et basse temp�eratures. Le r�egime haute temp�erature correspond
aux pr�edictions de Mullins [27, 28, 29, 31]. Nos travaux ont donc essentiellement

port�e sur la caract�erisation du r�egime basse temp�erature. Dans ce r�egime, l'�etape
limitante de la relaxation des cristallites a �et�e mise en �evidence : celle-ci consiste
en la nucl�eation d'un germe de taille critique sur une facette. La mise en oeuvre de
la technique de l'�echantillonnage en parapluie nous a permis de mesurer l'�energie

d'activation du processus limitant et de montrer que celle-ci d�ependait de la
taille des cristallites. La loi d'�echelle du temps de relaxation en fonction de la
taille des cristallites comporte donc une variation exponentielle en fonction de la
taille des cristaux. De plus, nous avons �etabli un mod�ele permettant d'interpr�eter

les r�esultats obtenus par la m�ethode de l'�echantillonnage en parapluie. En�n, ce

travail nous a conduit �a la mesure de la tension de ligne, et a permis d'estimer la
temp�erature de la transition rugueuse de notre mod�ele.

Cet ensemble de r�esultats permet donc une compr�ehension globale du processus
de relaxation de forme des nanocristaux.

4.5 Comparaison 2D-3D

Nous allons consacrer cette partie �a la comparaison de la relaxation de forme

de cristaux �a deux dimensions et �a trois dimensions. En e�et, il peut apparâ�tre

surprenant, lorsque la temp�erature diminue, que la pente du temps de relaxation

en fonction de la taille des cristallites (en diagramme Log-log) diminue en deux
dimensions alors qu'elle augmente en trois dimensions. Les deux comportements

sont qualitativement di��erents alors que l'�etape limitante de la relaxation est
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dans les deux cas la nucl�eation d'un germe sur un rang �a deux dimensions et sur

une facette �a trois dimensions.

Pour expliquer cette di��erence, il faut noter qu'�a deux dimensions, l'�energie

d'activation pour la cr�eation d'un germe est une constante ind�ependante de la

taille des �̂lots : 4E. Un germe se stabilise lorsqu'un rang complet d'une petite
facette a disparu. En trois dimensions, par contre, l'�energie d'activation d�epend

de la taille des cristallites. La cr�eation d'un germe se produit par transfert des

particules des pointes des cristallites vers une facette. Ce transfert s'accompagne

d'un gain d'�energie volumique d�ependant �a la fois de la taille de la cristallite 7 et

de la taille du germe, et d'une perte d'�energie due �a la cr�eation du p�erim�etre du
germe d�ependant de la taille du germe. En sommant ces deux termes, une barri�ere

d'�energie proportionnelle �a la taille de la cristallite apparâ�t. La d�ependance ex-

ponentielle du temps de relaxation en fonction de la taille des cristallites est une
cons�equence directe de cette d�ependance de la barri�ere d'�energie. La loi donnant

le temps de relaxation �a basse temp�erature est donn�ee par la relation 4.11 :

trelaxation = f(N) exp (
�
2ligne


surface
�N1=3=kBT ) (4.12)

Quelque soit l'exposant deN dans la fonction 8 f(N), la d�ependance exponentielle

restera la plus forte, et c'est pour cette raison que la pente du temps de relaxation
en fonction de la taille des cristallites augmente lorsque la temp�erature diminue
�a trois dimensions.

Pour comprendre simplement pourquoi l'exposant de N diminue �a basse tem-
p�erature dans le cas bidimensionnel, nous remarquons (apr�es calcul) que le temps
moyen pour cr�eer un germe de 2 particules sur une facette ne d�epend pas de la

taille de cette facette, il est donn�e par � 23=�2. Cette �etape est la plus di�cile de
toute la châ�ne mentionn�ee sur la �gure 3.XIII : elle impose son �energie d'activa-
tion �a la dur�ee de l'�etape limitante. Apr�es la cr�eation de ce dim�ere, le syst�eme doit
ensuite subir l � 2 �etapes pour arriver au germe critique (�etat absorbant). Nous

obtenons ainsi la dur�ee de l'�etape limitante : �limitante =
�23
�2
(l� 2). La cr�eation du

germe critique devra se r�ep�eter de l'ordre de L � l fois pour que le syst�eme at-

teigne son �etat d'�equilibre. Ainsi, nous retrouvons bien que le temps de relaxation

varie comme le nombre de particules de la cristallite.

En�n, nous pouvons comprendre simplement pourquoi le temps de relaxation
varie comme le nombre de particules de la cristallite �a la puissance 2 �a haute

temp�erature. Raisonnons dans le cas des cristaux bidimensionnels. Microscopi-

quement, une particule donn�ee de la surface du cristallite se d�eplace de mani�ere
al�eatoire. Par endroit seulement, les particules se retrouvent pi�eg�ees dans cer-

7. A cause de la d�ependance de la di��erence de potentiel chimique en fonction de la taille de

la cristallite

8. Comme annonc�ee Sect. 4.3.6, f(N ) est certainement une loi de puissance en fonction de

N . Mais c'est, dans tous les cas, une fonction plus faible qu'une exponentielle.
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taines positions ce qui stoppe leur di�usion : quand elle se trouve dans un posi-

tion avec 4 voisins ou plus. En faisant un analyse simpliste, le temps que met une

particule pour parcourir une distance de l'ordre de la taille L de la cristallite est

L2=D. La vitesse normale de croissance de la surface �a l'endroit o�u est stopp�ee

la particule est donc typiquement:

v = 1=L D=L2 (4.13)

Le facteur 1=L vient du fait qu'une seule particule est ajout�ee pendant le temps

L2=D : si une particule est ajout�ee sur une face plane de longueur L, la variation de

hauteur est bien de l'ordre de 1=L. Une analyse de loi d'�echelle de la formule 4.13

permet de retrouver que le temps de relaxation de la cristallite varie comme L4.

Les raisonnements pr�ec�edents permettent de donner des explications phy-

siques des comportements observ�es du temps de relaxation en fonction de la taille

des cristallites. En particulier, la di��erence qualitative des deux comportements
du temps de relaxation, en 2 et en 3 dimensions �a basse temp�erature, est donc
une cons�equence de la barri�ere d'�energie lors de la cr�eation d'un germe, constante

�a deux dimensions, et d�ependant de la taille des cristallites �a trois dimensions.

Les travaux pr�esent�es dans ce chapitre ont fait l'objet de la publication sui-
vante :

{ N. Combe, P. Jensen, and A. Pimpinelli, Phys. Rev. Lett 85, 110 (2000).
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Chapitre 5

Observations exp�erimentales

Dans ce chapitre, nous proposons de donner les r�esultats des exp�eriences ef-

fectu�ees au D�epartement de Physique des Mat�eriaux par Laurent Bardotti, Michel
Treilleux et moi-même dans le but de v�eri�er les pr�edictions des deux chapitres
pr�ec�edents.
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Au cours de ce chapitre, nous reviendrons sur les exp�eriences permettant de

mesurer le temps de relaxation de cristaux nanom�etriques. Nous avons en e�et

annonc�e dans le premier chapitre section 2.1.2 que la mesure directe du temps

de relaxation n'�etait pas envisageable avec les techniques actuelles. N�eanmoins,

nous verrons qu'il est tout �a fait possible de tester exp�erimentalement la validit�e
des hypoth�eses de Mullins en examinant non plus les lois d'�echelle pr�edites, mais

une partie seulement de la relaxation des cristaux.

La v�eri�cation des lois d'�echelle par la mesure des temps de relaxation pour

des cristaux de di��erentes tailles est en pratique impossible. En e�et, il faudrait
disposer de plusieurs �echantillons comportant des cristallites de tailles di��erentes

sur au moins 1 ou 2 ordres de grandeur (pour pouvoir �etablir une loi d'�echelle) et
suivre leurs �evolutions au cours du temps. Or comme le temps de relaxation varie

tr�es rapidement avec la taille des cristallites, la mesure du temps de relaxation �a

la fois pour des petits et des gros cristallites �a la même temp�erature est mat�eriel-
lement impossible (di��erence de plusieurs ordres de grandeur dans les �echelles de

temps).

N�eanmoins, nous avons e�ectu�e des exp�eriences dans le but de mettre en �evidence
la relaxation de cristallites, et nous verrons que les r�esultats de ces exp�eriences

rendent envisageable de con�rmer ou d'in�rmer certaines hypoth�eses e�ectu�ees
par Mullins dans des cas bien particuliers.

5.1 �Echantillons utilis�es et techniques exp�eri-

mentales

Les �echantillons utilis�es ont �et�e pr�epar�es par Laurent Bardotti au D�epartement

de Physique de Mat�eriaux de l'Universit�e Claude Bernard de Lyon. Il s'agit d'un
d�epôt d'agr�egats d'or sur un substrat de carbone HOPG. La distribution en

taille des agr�egats, le dispositif exp�erimental et le mode exp�erimental d�etaill�e

sont pr�ecis�es dans la r�ef�erence [85]. Il est important de noter que les �echantillons
ainsi obtenus n'avaient pas la morphologie habituelle. En e�et, comme le montre

la �gure 5.I, les �̂lots form�es ne sont pas dendritiques comme ils auraient dû
l'être [85]. Cette morphologie particuli�ere a �et�e attribu�ee aux conditions de vide

insu�samment pouss�ees lors de la pr�eparation des �echantillons [86]. N�eanmoins,
cette forme particuli�ere du d�epôt n'a pas a�ect�e les exp�eriences que nous d�esirions

e�ectuer.
L'exp�erience consistait �a suivre l'�evolution de la morphologie des agr�egats d'or

par Microscopie Electronique en Transmission (TEM) lors d'un recuit de ces
�echantillons.

Les images en microscopie �electronique par transmission ont �et�e e�ectu�ees
par le Professeur Michel Treilleux du D�epartement de Physique de Mat�eriaux de
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a) b)

Fig. 5.I { Morphologies du �lm avant le recuit : celles-ci ne sont pas celles habi-

tuellement obtenues lors d'un d�epôt d'or sur graphite. Echelle :a) 1cm $ 166.66

nm, b) 1cm $ 46.66 nm. Les conditions de d�epôts utilis�es lors de la pr�eparation
de l'�echantillon sont : recuit du substrat avant d�epôt pendant 3h �a 350 �C sous un
vide de 10�7 torr pour puri�er le substrat, utilisations de la source laser continue
pour la vaporisation de l'or, temp�erature de d�epôt : 25 �C, �epaisseur d�epos�ee :

entre 15 nm et 23 nm, 
ux de d�epôt : 0.005 nm:s�1 �a 0.0075 nm:s�1, la taille

moyenne des agr�egats est d'environ 750 atomes par agr�egats.

l'Universit�e Claude Bernard et moi-même au Centre d'Etudes et de Caract�eri-

sations Microstructurales (CECM) �a l'Institut National des Sciences Appliqu�ees

(INSA) de Lyon.

Lors de ces exp�eriences, nous avons chau��e l'�echantillon jusqu'�a une temp�e-
rature d'environ 150 �C puis avons regard�e �a temp�erature constante l'�evolution
de la morphologie des cristallites. Le dispositif de chau�age �etait constitu�e d'une

r�esistance parcourue par un courant coll�ee au porte-�echantillon.

5.2 R�esultats des exp�eriences

La �gure 5.II pr�esente le d�etail de quelques agr�egats lors d'un recuit �a T =

165�C environ 1.

Nous pouvons observer sur ces photographies la coalescence d'agr�egats (en

bas �a droite et en haut �a gauche de chaque image). Cette coalescence s'e�ectue

en des temps relativement raisonnables pour l'exp�erimentateur puisque ces temps
sont de l'ordre de l'heure. N�eanmoins, nous observons qu'au bout de ce temps,

les cristallites sont encore loin de leurs formes d'�equilibre : elles demeurent encore

l�eg�erement allong�ees. La mesure directe du temps de relaxation en fonction de la

taille n'est donc pas envisageable �a cette temp�erature.

1. La temp�erature a vari�e entre 163�C et 169�C au cours de l'exp�erience.



78 CHAPITRE 5. OBSERVATIONS EXP�ERIMENTALES

Fig. 5.II { Di��erentes morphologies obtenues pour quelques agr�egats
lors d'un recuit. La temp�erature est environ 165 �C. Les di��erentes

photographie ont �et�e e�ectu�ees aux temps (les temps sont donn�ees
dans l'ordre pour les images de gauche �a droite et de haut en bas) :

0,635,1200,1810,2400,3020,3630,4820,6650,9020,13570. Tous ces temps sont

donn�es en seconde. Echelle : 1cm () 9.22nm.
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XD

Fig. 5.III { Vue de pro�l sch�ematique de deux sph�eres au cours de leur coales-

cence.

D'autre part, nous avons suppos�e que cette relaxation �etait principalement

due �a la di�usion de surface des atomes. Pour valider cette hypoth�ese, il faudrait
être capable de v�eri�er la conservation du nombre d'atomes au cours de l'exp�e-

rience. Malheureusement, la microscopie en transmission ne donne qu'une projec-

tion en 2 dimensions des cristallites tridimensionnelles d�epos�ees sur le substrat :
le d�enombrement du nombre d'atomes dans chaque cristallite est par cons�equent
impossible. Nous pouvons tout au plus estimer ce nombre en faisant l'approxi-
mation que les cristallites sont sph�eriques. Nous avons ainsi v�eri��e que le nombre

d'atomes est environ conserv�e.

Dans les ann�ees 60, Nichols [32] a pr�edit �a partir de l'�equation de Mullins

l'�evolution au cours du temps du pro�l de deux sph�eres de même taille lors de
leur coalescence, et en particulier, il a donn�e l'�evolution de la largeur du cou x

s�eparant les deux sph�eres au cours du temps (cf �gure 5.III). Plus tard Eggers

[87] a d�ecrit le tout d�ebut de la coalescence. A partir des images obtenues sur
la �gure 5.II, nous pouvons tenter de comparer les donn�ees obtenues par Nichols
aux exp�eriences e�ectu�ees. En e�et, la �gure 5.II montre deux agr�egats d'environ
même taille au cours de leur coalescence (en bas �a droite de chaque image).

Nous nous attendons aux r�esultats suivants : ind�ependamment de la temp�era-
ture, au d�ebut de la coalescence des cristallites, c'est-�a-dire tant qu'il existe une
partie concave dans le pro�l, la loi de relaxation suivie est celle de Mullins. En

e�et, le r�egime basse temp�erature pr�edit au chapitre 4 suppose la pr�esence de fa-
cettes pour que le processus limitant soit la nucl�eation d'un germe. Or tant qu'il

existe des parties concaves dans la morphologie de la cristallite, c'est la di�usion
des particules qui restera le processus limitant. Ainsi, jusqu'�a un rapport x=D
(largeur du cou sur diam�etre des cristallites avant coalescence) �egal �a environ

0:9� 1 (rapport �a partir duquel, il n'y a plus de partie concave), et ce quelle que

soit la temp�erature, nous nous attendons �a voir un r�egime bien d�ecrit par la loi

de Mullins. Par contre, au del�a de cette limite, le r�egime basse temp�erature d�ecrit

dans le chapitre 4 peut intervenir. Pour comparer les r�esultats donn�es par Nichols
et nos r�esultats (qui ne sont pas �a la même �echelle), nous tra�cons sur un même

graphique les courbes X=D en fonction du temps. Pour comparer ces courbes,
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Fig. 5.IV { Courbes donnant le rapport de la largeur du cou divis�e par le diam�etre
des sph�eres initiales, lors de la coalescence de deux sph�eres en fonction du temps.
Nous avons superpos�e la courbe donn�ee par Nichols, les courbes exp�erimentales

et les courbes obtenues par simulation.

nous e�ectuons les changements d'�echelle n�ecessaires pour que toutes les courbes
soient confondues pour des petites valeurs de X=D (Pour cela, il su�t qu'en un
point donn�e de valeurs de X=D su�samment faible, toutes les courbes passent

par ce point et aient en ce point des tangentes identiques).

Nous reportons sur la �gure 5.IV les courbes obtenues. Nous avons d'autre part
e�ectu�e des simulations Monte Carlo avec deux cristallites contenant environ le
même nombre d'atomes que dans le cas de l'exp�erience �a di��erentes temp�eratures.
Nous avons fait une projection 2D dans une direction arbitraire pour d�eduire la

valeur du cou. Nous observons que ces simulations donnent e�ectivement une
cin�etique beaucoup plus lente que celle pr�edite par Mullins �a partir d'une valeur

de x=D d'environ 0.9.

Les r�esultats obtenus sur la �gure 5.IV ne permettent de conclure ni sur la

validit�e de la loi de Mullins, ni sur la validit�e de nos travaux (cf Chapitre 4).
Par contre, en poursuivant les exp�eriences plus longuement, nous pourrions ef-

fectivement esp�erer in�rmer la th�eorie de Mullins dans le cas o�u les courbes
exp�erimentales s'�eloigneraient de mani�ere importante de la pr�ediction de Nichols.
Nous avons tent�e d'e�ectuer de telles exp�eriences, en laissant l'�echantillon sous

le microscope toute une nuit. Malheureusement, le faisceau focalis�e toujours au

même endroit a produit l'�evaporation d'une partie du substrat, jusqu'�a cr�eer un

trou dans le substrat. L'analyse des photographies r�ealis�ees avant la cr�eation de

ce trou montre apparemment que la conservation du nombre de particules dans
chaque cristallite n'est pas v�eri��ee : c'est pourquoi nous n'avons pas report�e les r�e-

sultats de cette exp�erience sur la �gure 5.IV. D'autre part, ne comprenant pas les
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r�esultats de cette exp�erience et n'�etant pas capable de d�eterminer compl�etement

les m�ecanismes y intervenant, nous n'avons pas poursuivi ces exp�eriences.

5.3 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons montr�e que, même si la v�eri�cation ex-

p�erimentale directe des lois de puissance pr�edites par Mullins et par nos travaux

n'�etait pas envisageable, nous pouvons esp�erer con�rmer ou in�rmer les hypo-

th�eses de Mullins dans le cas bien particulier de la coalescence d'agr�egats. Les
exp�eriences que nous avons e�ectu�ees ne nous ont malheureusement pas permis

de conclure. N�eanmoins, ces travaux ouvrent de bonnes perspectives.

Les exp�eriences e�ectu�ees au cours de ce travail concernent la relaxation de

cristallites tridimensionnelles. A notre connaissance, les travaux r�ealis�es sur les

cristaux bidimensionnels [25] n'ont pas explor�e le r�egime basse temp�erature. Nous
ne pouvons par cons�equent pas tester la validit�e de nos pr�edictions.

Par contre, des travaux de E�er et al. [23] et Schl�o�er et al.[24] e�ectu�es sur
des �̂lots de lacunes bidimensionnels mentionne l'existence de deux r�egimes de

relaxation lors de la coalescence d'̂�lots de lacunes. Le premier correspond �a une
relaxation jusqu'�a une forme ellipso��dales et le second �a la relaxation �a partir de
cette forme jusqu'�a la forme d'�equilibre. Cependant, la relaxation d'̂�lots de la-
cunes ne doit pas pouvoir être d�ecrite comme celle d'̂�lots d'atomes. Nos r�esultats

ne permettent donc pas d'interpr�eter leurs observations. N�eanmoins, en s'inspi-
rant de nos r�esultats sur les �̂lots bidimensionnels, on peut esp�erer d�evelopper une

analyse permettant de rendre compte de ces exp�eriences.
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Chapitre 6

Etude de r�eseaux d'̂�les

coh�erentes contraintes �a

l'�equilibre

Ce chapitre pr�esente une �etude des propri�et�es d'�equilibre des r�eseaux d'̂�les

contraintes dans des �lms minces bidimensionnels. Nous �etablissons une �equation
donnant l'�energie totale d'un r�eseau d'̂�les en utilisant la th�eorie de l'�elasticit�e li-
n�eaire et des simulations. Dans ces simulations, les interactions entre atomes sont
d�ecrites par un potentiel Lennard-Jones. De l'�energie totale d'un r�eseau d'̂�les,
nous d�eduisons les �etats d'�equilibre, et montrons que des r�eseaux d'̂�les coh�erentes

peuvent être stables.
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FM VM SK

Fig. 6.I { Les di��erents modes de croissance des couches contraintes : Frank-Van

Der Merwe (FM), Volmer Weber (VW) et Stranski-Krastanov (SK).

Au cours des chapitres pr�ec�edents, nous avons �etudi�e la relaxation de cris-
taux nanom�etriques. Ces cristaux �etaient suppos�es non support�es pour simpli�er

l'�etude. Ce chapitre s'int�eresse plus pr�ecis�ement aux interactions possibles entre
le substrat et le �lm d�epos�e. Nous tiendrons compte en particulier du d�esaccord
de maille possible entre le substrat et le mat�eriau d�epos�e. L'�etude exp�erimentale

conduit �a distinguer trois modes de croissance (voir aussi �gure 6.I ).

{ Le mat�eriau d�epos�e mouille totalement le substrat et la croissance se fait
couche par couche de fa�con continûment plane. Le mod�ele Frank-Van Der

Merwe (FM) d�ecrit cette croissance.

{ Le mat�eriau d�epos�e mouille partiellement le substrat. Le d�epôt crô�t pr�ef�e-

rentiellement sur les quelques zones mouill�ees. La croissance se fait par la
nucl�eation d'̂�lots tridimensionnels. Ce mode de croissance est d�esign�e sous
le nom Volmer Weber (VW).

{ Le mat�eriau d�epos�e mouille totalement le substrat. Dans un premier temps,

la croissance se r�ealise couche par couche. Puis, apr�es quelques couches

d�epos�ees, une transition 2D-3D survient et la croissance se poursuit par
la nucl�eation d'̂�lots tridimensionnels. On parle dans ce cas de mode de

croissance Stranski-Krastanov (SK).

Pour comprendre l'origine de la transition 2D-3D du mode de croissance SK,
il faut tenir compte de l'�energie �elastique de la couche mince. En e�et, cette

transition provient d'une comp�etition entre �energie de surface et �energie �elastique.

Lorsqu'un �lm mince crô�t et lorsqu'il existe un d�esaccord de maille entre le

substrat et le mat�eriau d�epos�e, les atomes d�epos�es se placent dans les minima
du potentiel p�eriodique d�e�ni par les atomes du substrat et, par cons�equent,

accordent leur param�etre de maille �a celui du substrat : l'�energie �elastique de
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la couche d�epos�ee crô�t avec le taux de couverture. Lorsque l'�energie �elastique

accumul�ee devient trop importante, le syst�eme peut relaxer cette �energie, soit en

cr�eant des dislocations [88], soit un cr�eant une modulation de sa surface [89, 90,

91]. La cr�eation d'̂�les tridimensionnelles permet un gain d'�energie �elastique : la

contrainte est relax�ee aux sommets des �̂les. Mais elle poss�ede un coût en �energie
de surface. La croissance SK correspond �a une comp�etition entre �energie de surface

et �energie �elastique : la transition 2D-3D survient au moment o�u la di��erence entre

les deux termes change de signe. La croissance VW concerne les cas o�u il existe

un gain en �energie de surface �a cr�eer des �̂les (le d�epôt mouille partiellement le

substrat), si bien qu'�a la fois les contributions surfaciques et �elastiques conduisent
toutes deux �a la cr�eation d'̂�les. La croissance FM correspond au cas o�u le coût

en �energie de surface serait beaucoup trop grand pour pouvoir être contrebalanc�e

par un �eventuel gain en �energie �elastique.

Dans ce chapitre, nous nous int�eresserons plus particuli�erement au mode de
croissance Stranski-Krastanov. La formation de dislocations sera exclue de l'�etude
et nous nous concentrerons uniquement sur la formation d'̂�les contraintes coh�e-
rentes. Apr�es avoir donn�e un bref aper�cu des connaissances actuelles th�eoriques

et exp�erimentales sur le sujet, nous e�ectuerons une �etude des couches minces
bidimensionnelles contraintes �a l'�equilibre. La premi�ere partie de ce chapitre sera
consacr�ee �a la d�e�nition du syst�eme �etudi�e et des simulations. Chaque ingr�edient

�energ�etique intervenant dans le calcul de l'�energie totale d'un r�eseau bidimen-
sionnel d'̂�les sera ensuite calcul�e. En�n, �a partir de cette �energie, nous serons en

mesure de d�eterminer les �etats d'�equilibre de la couche.

6.1 Etat de l'art

La fabrication de r�eseau d'̂�les tridimensionnelles fait l'objet d'une intense acti-
vit�e de recherche. En e�et, ces �̂les repr�esentent des plots (ou des �ls) quantiques
dont les propri�et�es �electroniques leurs promettent de nombreuses applications
[50]. La formation spontan�ee d'̂�les coh�erentes par h�et�ero�epitaxie, que nous nous

proposons d'�etudier, constitue un proc�ed�e �el�egant pour fabriquer ces structures.
Les syst�emes comme InGaAs sur GaAs(001) [92], SiGe sur Si(001) [93, 94] et

InGaAs sur InP (001) [95] pr�esentent un mode de croissance Stranski-Krastanov

et par cons�equent, constituent un des proc�ed�es de fabrication possibles de plots

ou �ls quantiques.

Malheureusement, la fabrication de ces syst�emes n'est toujours pas compl�ete-
ment contrôl�ee et même les propri�et�es d'�equilibre de ces structures ne sont pas
encore bien comprises [48, 51].

Di��erents auteurs [89, 90, 91] ont montr�e qu'un �lm plat contraint �etait in-

stable par rapport �a la d�eformation de la surface. Comme vu auparavant, le

moteur de l'instabilit�e est le gain en �energie �elastique lors de la cr�eation d'̂�les.
Typiquement, ce gain en �energie est proportionnel au volume V de l'̂�le cr�e�ee, et
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la perte en �energie de surface est proportionnelle �a la surface V 2=3 de l'̂�le. Ce

raisonnement montre alors facilement que si la taille d'une �̂le est sup�erieure �a une

taille critique, alors l'̂�le continuera �a crô�tre : dans cette description tr�es simple,

l'�etat d'�equilibre correspond �a une unique tr�es grosse �̂le sur le substrat.

Les exp�eriences ne montrent pas du tout un tel comportement : des �̂les avec

une distribution de taille tr�es �etroite [96] sont observ�ees sur le substrat avec

pr�esence ou non d'une couche de mouillage. Pour expliquer la di��erence entre
les observations et le raisonnement simple des paragraphes pr�ec�edents, plusieurs

explications ont �et�e avanc�ees. On peut classer ces explications en deux grandes
cat�egories :

{ Plusieurs auteurs sugg�erent que les observations sont le fruit de contri-

butions cin�etiques. Ainsi, la densit�e des �̂les est �x�ee par la cin�etique de la
croissance [97, 98]. Certains [53] �evoquent des e�ets de di�usion d�ependants

de la contrainte locale pour comprendre la distribution �etroite d'̂�les.

{ D'autres auteurs a�rment au contraire que les observations correspondent

�a des �etats stables du syst�eme. Ainsi, Shchukin et al. [99] pr�etendent que des
r�eseaux d'̂�les tridimensionnelles peuvent être stables en prenant en compte
des �energies de surface, d'arêtes et la contrainte de surface 1.

Les exp�eriences actuelles ne permettent pas d'attribuer de mani�ere cat�egorique
un caract�ere cin�etique ou thermodynamique aux ph�enom�enes qui conduisent aux
structures exp�erimentales. En e�et, si ces syst�emes �etaient le r�esultat d'e�ets

cin�etiques, nous pourrions nous attendre �a ce qu'ils �evoluent par recuit. Or, ce
n'est pas toujours le cas [100, 101] : soit les structures observ�ees correspondent �a
un �etat stable (ou au moins m�etastable), soit la force qui conduit le syst�eme dans
son �etat d'�equilibre est si petite que même un recuit raisonnable ne permet pas
d'acc�el�erer la cin�etique.

Pour notre part, nous tenterons d'aborder le probl�eme par l'�etude des pro-

pri�et�es d'�equilibre des couches minces contraintes. L'�energie totale d'un syst�eme
d'̂�les contraintes sera �evalu�ee en utilisant des ingr�edients aussi simples que pos-

sibles. Dans la partie 6.2, le syst�eme �etudi�e sera tout d'abord d�e�ni, et puis nous
expliciterons de mani�ere sch�ematique le calcul e�ectu�e par la suite; les simula-

tions utilis�ees seront en�n d�ecrites. Dans la partie 6.3, chacun des termes pris

en compte dans le calcul de l'�energie totale d'un r�eseau d'̂�les seront pr�ecis�ement
�etablis. En�n, dans la partie 6.4, les r�esultats de la minimisation de l'�energie

totale en fonction des di��erents param�etres seront donn�es et discut�es.

1. La contrainte de surface correspond �a la quantit�e d'exc�es du tenseur des contraintes [4]

sur la surface. Elle est habituellement d�esign�ee par le terme anglais : surface stress.
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Fig. 6.II { a) Couche contrainte plate. b) Couche contrainte contenant des �̂les.

6.2 D�e�nition du syst�eme et simulations Lennard-

Jones

Dans un premier temps, nous allons d�e�nir le syst�eme �etudi�e avant d'exposer

le principe des calculs utilis�es par la suite. Dans un deuxi�eme temps, les simula-
tions utilis�ees seront explicit�ees. En e�et, la r�esolution exacte des �equations de
l'�elasticit�e lin�eaire n'�etant pas toujours tr�es ais�ee, ces simulations ont �et�e utilis�ees
pour v�eri�er les approximations que nous avons pu faire, et parfois même pour
�evaluer certains termes.

6.2.1 D�e�nition du syst�eme et principe de l'�etude

La principale id�ee de ce calcul consiste �a comparer les �energies d'une couche
bidimensionnelle contenant un r�eseau d'̂�les contraintes avec un �lm plat ayant
le même volume. La �gure 6.II d�e�nit les deux syst�emes que nous comparons
ainsi que les di��erentes variables utilis�ees. � est le taux de particules d�epos�ees

par unit�e de longueur, si bien que � est aussi la hauteur de la couche plate de la
�gure 6.II a). h et ` sont respectivement la hauteur et la largeur des �̂les et donc

le volume V d'une �̂le est simplement V = h`. Nous avons repris les notations

utilis�ees par Terso� [51, 88]. z d�esigne la hauteur de la couche de mouillage. Nous
supposons que nous avons un r�eseau d'̂�les contraintes coh�erentes sur le substrat,

la distance entre �̂les �etant not�ee Lx. Une valeur in�nie de Lx signi�e qu'une seule

�̂le est sur le substrat. En�n, puisque le volume doit être le même dans les deux

con�gurations de la �gure 6.II, nous avons la relation :

�Lx = zLx + h` (6.1)

Au cours de cette �etude, nous allons calculer la di��erence d'�energie �E entre

les deux con�gurations donn�ees par la �gure 6.II. �E est une fonction de h; `; Lx; z
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et �. � �etant un param�etre du probl�eme, et la relation 6.1 connectant les variables

h; `; Lx et z, �E n'est fonction que de trois variables ind�ependantes. Nous choi-

sissons V; r et z comme variables ind�ependantes o�u V = h` est le volume d'une

�̂le, r = h=` son rapport d'aspect et z la hauteur de la couche de mouillage.

En minimisant la di��erence d'�energie par particules �E=�Lx �a � constant et
pour un volume V donn�e, nous obtenons une courbe �E=�Lx en fonction de V

pour un taux de couverture donn�e : les �etats d'�equilibre de la couche seront alors

facilement d�etermin�es.

6.2.2 Simulations Lennard-Jones

Nous avons e�ectu�e des simulations dans le but d'�evaluer certains termes

�elastiques et pour v�eri�er les approximations e�ectu�ees dans les calculs d'�elasticit�e

lin�eaire. Dans ces simulations, les interactions entre particules sont d�ecrites par

un potentiel Lennard-Jones :

V (r) = 4�

"�
�

r

�12
�
�
�

r

�6#
(6.2)

Prenant un syst�eme aussi simple que possible, seules les interactions entre pre-

miers voisins seront prises en compte. Cette hypoth�ese implique que la d�efor-
mation de la surface est identique �a la d�eformation pr�esente dans le volume (il
n'y a pas de relaxation de surface). Ainsi, il n'y a pas d'exc�es de d�eformation
ou de contrainte �a la surface. Ce mod�ele de mat�eriaux ne pr�esente donc aucune

contrainte de surface (surface stress). Nous supposons que les mat�eriaux simu-

l�es sont bidimensionnels et ont un r�eseau cristallin triangulaire. Trois couples
de param�etres sont n�ecessaire pour d�ecrire les interactions entre les deux types

d'atomes de notre syst�eme : (�ss, �ss) pour les interactions substrat-substrat, (�ll,
�ll) pour les interactions �lm-�lm et (�ls, �ls) pour les interactions �lm-substrat.
Le pas du r�eseau du substrat est d�e�ni comme unit�e de longueur. Le d�esaccord

relatif m0 entre les deux param�etres de maille du r�eseau permet donc de d�eter-

miner le pas du r�eseau du �lm. En�n, nous supposons que la valeur de �ls est la
moyenne de �ss et �ll. Il vient donc :

�ss =
1
6
p
2

(6.3)

�ll = �ss(1 �m0) (6.4)

�ls =
�ss + �ll

2
(6.5)

La valeur de �ss permet d'obtenir une distance d'�equilibre entre atomes du sub-

strat valant rmoy
ss = 1. Dans nos simulations, les valeurs des �energies de liaison et

du d�esaccord de maille ont �et�e choisies de la mani�ere suivante : �ss = 0:058eV ,
�sl = 0:06eV , �ll = 0:04eV et m0 = 0:06.
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Une fois le syst�eme d�e�ni, son �energie totale est donn�ee par la somme sur

toutes les liaisons de l'expression 6.2. Nous utilisons un algorithme de type gra-

dient conjugu�e [102] pour minimiser l'�energie totale du syst�eme. Nous pouvons

ensuite �evaluer l'�energie �elastique du syst�eme en retranchant �a l'�energie totale la

somme des �energies des liaisons �a l'�equilibre.
Pour des questions de limitation de m�emoire, nous supposons que seuls les

atomes du substrat dans les nsub premi�eres couches proches de la surface peuvent

relaxer. Cette approximation a pour e�et de limiter la port�ee des d�eformations du

substrat. En e�et, sachant que la fonction de Green d'un syst�eme tridimensionnel

semi-in�ni [19, 103, 104] d�ecrô�t comme 1=r, o�u r est la distance entre la force
appliqu�ee sur la surface et un point donn�e du substrat, la fonction de r�eponse

�a un dipôle de force 2 plac�e sur la surface d'un substrat bidimensionnel formant

un demi-espace, d�ecrô�t, elle aussi, comme 1=r. Ainsi, limiter la profondeur du

substrat aura pour cons�equence de limiter la port�ee des d�eformations du substrat

dues �a la pr�esence d'une �̂le �a une longueur typique nsub. Deux �̂les espac�ees d'une
longueur sup�erieure �a nsub n'interagiront pas. Nous avons pris soin au cours de
nos simulations d'utiliser une valeur de nsub su�samment importante pour ne pas
ressentir les e�ets de la profondeur du substrat.

En�n, en se rappelant que les interactions entre particules sont entre premiers
voisins seulement, il est facile de calculer l'�energie de surface (�a temp�erature nulle)
du substrat par atomes de surface 
s = �ss et celle du �lm 
l = �ll. En�n, l'�energie
d'interface substrat-�lm est 
sl = (�ss + �ll) � 2�sl. D'autre part, les propri�et�es

�elastiques d'un cristal bidimensionnel triangulaire peuvent être caract�eris�ees par

uniquement 2 coe�cients �elastiques [103] : nous avons ainsi calcul�e les modules
d'Young et de Poisson de nos mat�eriaux bidimensionnels (le calcul de ces quantit�es

est explicit�e dans l'appendice G) :

Es =
144
p
3 3
p
2

�ss

�2
ss

(6.6)

El =
144
p
3 3
p
2

�ll

�2
ll

(6.7)

� =
1

2
p
3

(6.8)

Apr�es avoir d�e�ni notre syst�eme et toutes ses variables, nous allons maintenant
aborder l'�etude proprement dite.

6.3 Ingr�edients

Dans cette partie, nous allons �etablir chaque terme intervenant dans la di��e-
rence d'�energie �E entre les deux con�gurations de la �gure 6.II. Nous tiendrons

2. La pr�esence d'une �̂le sur le substrat peut être vue en premi�ere approximation comme un

dipôle de force agissant sur le substrat [51]
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compte de trois ingr�edients : les �energies �elastiques de relaxation, les �energies

d'interaction entre �̂les et les �energies de surface.

Dans la suite, nous noterons : uij = 1=2(ui+uj) la composante du tenseur des

d�eformations suivant les axes i et j, avec (i; j) 2 x; y et ui le champ de d�eplace-

ment suivant l'axe i sous-entendu en un point donn�e. Le tenseur des contraintes
sera d�esign�e par �ij avec (i; j) 2 x; y.

6.3.1 Energie de relaxation

L'�energie �elastique par unit�e de longueur d'un �lm bidimensionnel de hauteur

� uniform�ement d�eform�e uxx = m0 est donn�ee par l'expression :

Eelastic=Lx =
El

2
m2

0� (6.9)

O�u El est le module d'Young du mat�eriaux contraint. Pour �etablir cette �ener-
gie, nous avons utilis�e la relation uyy = ��uxx et l'�equation H.1 donn�ee dans
l'appendice H.

L'expression exacte de l'�energie �elastique d'un �lm mince contenant une �̂le sur
un substrat n'a, �a notre connaissance, pas �et�e calcul�ee. Deux �etudes [105, 106, 107]
d�eterminent une expression approch�ee de cette �energie dans le cas o�u il n'y a pas
de couche de mouillage. Dans ces deux �etudes, l'�energie �elastique due �a la pr�esence

d'une �̂le sur un �lm est �ecrite sous la forme :

Eelastic =
El

2
m2

0R(r)V (6.10)

O�u V est le volume de l'̂�le et R(r) est un facteur sans dimension d�ependant de la
forme de l'̂�le et du rapport des modules d'Young des deux mat�eriaux El=Es. Une
analyse dimensionnelle montre que le facteur de forme ne peut d�ependre que du
rapport d'aspect de l'̂�le r = h=` s'il n'y a pas de couche de mouillage. Ce facteur

de forme tient �a la fois compte de la d�eformation du substrat et de celle de l'̂�le.
La �gure 6.III pr�esente le facteur de forme obtenu d'apr�es nos simulations

Lennard-Jones pour di��erentes hauteurs de la couche de mouillage. R(r) tend
vers 1 lorsque r tend vers 0 : une �̂le plate ne peut pas relaxer son �energie �elas-

tique. R(r) d�ecrô�t lorsque r tend vers l'in�ni : les atomes de l'̂�le peuvent relaxer

du moment o�u ils sont assez �eloign�es du substrat. Dans nos simulations, nous

n'avons pas pu �evaluer le facteur de forme R(r) pour un rapport d'aspect sup�e-
rieur �a rmax = tan(�) � 1:7 en raison du choix de la forme des �̂les. Nous aurons
besoin d'une expression assez pr�ecise de la fonction R(r) dans la partie 6.4. R(r)

correspond physiquement �a l'�energie �elastique de relaxation due �a la cr�eation d'̂�le,

il apparâ�t dans le seul terme n�egatif de l'expression de �E : le r�esultat �nal sera

donc assez sensible �a cette fonction. A�n d'obtenir une expression analytique de
R(r) (dont nous aurons besoin par la suite), nous avons e�ectu�e une r�egression ex-

ponentielle de la courbe obtenue par simulation :R(r) = 0:13+0:87�exp(�r=0:18)
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Fig. 6.III { Facteur de forme R(r) fonction du rapport d'aspect r des �̂les pour
di��erentes hauteurs de la couche de mouillage (z = 0 : il n'y a pas de couche

de mouillage, z = 1 : il y a une couche de mouillage d'une hauteur �egale �a une
monocouche). A ces courbes, sont ajout�es l'expression �etablie par Kern et M�uller
[105, 106] (sans aucun param�etre ajustable) et celle �etablie par Ratsch et Zangwill
[107] (un param�etre ajustable). La ligne pleine contenant des losanges constitue
une r�egression exponentielle de la courbe obtenue par simulation pour z = 0 :

R(r) = 0:13 + 0:87 � exp(�r=0:18).
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(cette courbe comporte deux param�etres ajustables : la courbes doit passer par

le point R(0) = 1). Nous avons d'autre part v�eri��e que ni l'expression de Kern et

M�uller [105, 106] et ni celle de Ratsch et Zangwill [107] permettaient de rendre

correctement compte de nos r�esultats (voir �gure 6.III). Cependant, ce d�esaccord

peut être dû �la di��erence des angles de contact entre les �̂les de Kern et M�uller
et Ratsch et Zangwill (�=2) et les nôtres (�=3) [108].

En�n, la �gure 6.III permet de v�eri�er que le facteur de forme R(r) n'est pas

modi��e de mani�ere signi�cative par la pr�esence de la couche de mouillage.

6.3.2 Interaction entre �̂les

Pour �evaluer l'�energie d'interaction entre �̂les, nous avons utilis�e le même for-

malisme, les mêmes approximations et la même forme d'̂�les (voir �gure 6.II) que
Terso� [51, 88]. Nous supposons qu'une �̂le de forme donn�ee par h(x) exerce une

densit�e de force sur le substrat fx = �0@xh(x) o�u �0 est la contrainte d'un �lm
plat uniforme coh�erent avec le substrat. Cette quantit�e peut être facilement reli�ee

au d�esaccord de maille en utilisant les lois de l'�elasticit�e lin�eaire bidimensionnelle
(on explicite bri�evement ces lois dans l'appendice H) : �0 = Elm0.

Par contre, contrairement �a Terso�, nous ne calculons pas l'�energie �elastique
accumul�ee dans le substrat a�n d'en d�eduire une �energie d'interaction entre �̂les.
En e�et , un tel calcul conduit �a une attraction entre �̂les, alors que, comme nous
le verrons, l'interaction entre les �̂les est r�epulsive. Nos simulations sur mat�eriaux

Lennard-Jones nous ont permis de voir qu'e�ectivement, l'�energie d'interaction
due au substrat �etait attractive, mais que les contributions dues aux �̂les et �a
l'interface permettaient de retrouver des interactions r�epulsives.

A�n de d�eterminer l'�energie d'interaction entre �̂les, nous utilisons la fonction
de Green [103] d'un demi-plan in�ni pour calculer le d�eplacement ux des atomes

de la surface du substrat caus�e par la pr�esence d'une �̂le �a la distance Lx. Nous
�evaluons ensuite la d�eformation uxx du substrat �a cette position. Ces calculs sont
explicit�es dans l'appendice H:

ux =
El

�Es

m0tan(�)

"
Lx ln

L2
x � (`=2 + a=2)2

L2
x � (`=2 � a=2)2

+`=2 ln
(Lx + a=2)2 � (`=2)2

(Lx � a=2)2 � (`=2)2

+a ln
(Lx + `=2)2 � (a=2)2

(Lx � `=2)2 � (a=2)2

#
(6.11)

uxx =
@ux

@Lx

(6.12)

O�u a est donn�e par a = h=tan(�), `, h et � sont d�e�nis d'apr�es la �gure 6.II.

L'expression de uxx est donn�ee par la formule H.9 dans l'appendice H.
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Une �̂le situ�ee �a la distance Lx d'une autre �̂le voit donc un d�esaccord de maille

m = m0�uxx di��erent du d�esaccord m0 original. Nous ferons ici l'approximation

que cette �̂le voit un d�esaccord uniforme donn�e par le d�esaccord calcul�e en son

centre : l'erreur introduite par cette approximation est de l'ordre de `=Lx o�u ` est

la largeur de l'̂�le. A partir de cette donn�ee, nous pouvons maintenant facilement
calculer l'�energie d'interaction entre �̂les en utilisant la formule 6.10 :

Einteract = ElR(r)m
2
0

�
(1�

uxx

m0

)2 � 1

�
V (6.13)

O�u uxx est obtenu �a partir des �equations 6.11 et 6.12. Un d�eveloppement limit�e

de l'�equation 6.11 montre facilement que uxx se comporte comme�1=L2
x pour les

grandes valeurs de Lx. L'�equation 6.13 correspond par cons�equent �a un potentiel

r�epulsif d�ecroissant comme 1=L2
x pour les grandes valeurs de Lx. La �gure 6.IV

pr�esente la comparaison entre les r�esultats de nos simulations et la courbe obte-

nue �a partir de l'�equation 6.13. Sachant que cette courbe est trac�ee sans aucun

param�etre ajustable, l'accord entre les simulations et notre pr�ediction th�eorique
est tout �a fait acceptable et permet d'obtenir une bonne mod�elisation des inter-
actions.

Dans cette analyse des interactions entre �̂les, nous avons n�eglig�e la pr�esence
d'une couche de mouillage. N�eanmoins, la �gure 6.IV montre que la pr�esence

d'une couche de mouillage ne modi�e pas de mani�ere signi�cative les �energies
d'interactions. Nous supposerons donc que les interactions entre �̂les sont encore
bien d�ecrites par l'�equation 6.13 en pr�esence d'une couche de mouillage. Cette

approximation parâ�t certes un peu forte et de même, l'�equation 6.13 ne permet
pas une mod�elisation tr�es pr�ecise des interactions entre �̂les, mais �etant donn�e que

ce terme consiste essentiellement en une tr�es forte r�epulsion �a courtes port�ees,

l'�equation 6.13 devrait nous permettre d'obtenir les principaux e�ets physiques
des interactions entre �̂les.

6.3.3 Energies de surface

Nous allons dans cette partie calculer la di��erence d'�energie de surface entre

les deux con�gurations de la �gure 6.II. Puisque seules les interactions entre plus
proches voisins sont prises en compte dans les simulations Lennard-Jones, les

mat�eriaux �etudi�es ne peuvent pas avoir de contrainte de surface. Sachant que

la d�eformation des surfaces a d�ej�a �et�e prise en consid�eration dans les termes de

volume dans la partie 6.3.1, nous n'avons ici qu'�a prendre en compte les surfaces

non d�eform�ees.
En suivant les pr�edictions analytiques de M�uller et Kern [109] et les r�esultats

des simulations de Wang et al. [98], les �energies de surface d'une couche mouillante
d�ependent de la hauteur de la couche et nous d�e�nissons donc :

S(z) = 
l(z) + 
sl(z) (6.14)
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Fig. 6.IV { Energie d'interaction en eV entre deux �̂les en fonction de la distance
entre �̂les (en unit�e de pas du r�eseau). Nous avons trac�e deux courbes obtenues
�a l'aide de nos simulations correspondant chacune �a une hauteur de la couche

mouillante di��erente. La courbe obtenue �a partir de l'�equation 6.13 est en trait
plein. La ligne verticale en pointill�es correspond �a deux �̂les qui se touchent.

S(z) repr�esente le coût en �energie de surface pour cr�eer une couche mouillante
de hauteur z sur le substrat. Lorsque z tend vers l'in�ni, S(z) doit tendre vers

l + 
sl, o�u 
l et 
sl ont �et�e d�e�nis dans la partie 6.2.2. Au contraire, lorsque z

tend vers 0, la couche mouillante disparâ�t et il ne reste plus que le substrat :
S(z ! 0) doit donc tendre vers la valeur de 
s. Nos simulations Lennard-Jones
ne pr�esentent pas un tel comportement de la tension de surface en fonction de
la hauteur de la couche mouillante, puisque seulement les interactions entre plus
proches voisins ont �et�e prises en compte. N�eanmoins, cette d�ependance est un

facteur physique important pour d�ecrire pr�ecis�ement les propri�et�es des couches

minces contraintes. Comme sugg�er�es par M�uller et Kern [109], nous avons choisi
une d�ependance exponentielle de S(z). Ce choix doit permettre de rendre compte
du comportement qualitatif de la fonction S(z).

S(z) = (
s � 
l � 
sl) e
�z=z0 + 
l + 
sl (6.15)

Et, d'apr�es M�uller et Thomas [110], nous d�e�nissons :


l(z) = 
l
�
1� e�z=z0

�
(6.16)


sl(z) = (
sl � 
s)
�
1� e�z=z0

�
+ 
s (6.17)

z0 est un param�etre qui typiquement est de l'ordre de grandeur de la port�ee des
interactions entre atomes. Nous avons choisi de prendre z0 = 3 au cours de cette

�etude. Les choix de la fonction S(z) et de z0 seront plus pr�ecis�ement discut�es
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dans la partie 6.4.3. Nous pouvons maintenant �ecrire la di��erence d'�energie de

surface entre les deux syst�emes de la �gure 6.II :

�Esurface = [S(z)� S(�)] [Lx � ` � a]

+
l(z + h)

"
` � a+ 2

h

sin(�)

#

+
sl(z + h) [` + a]

�S(�)[`+ a] (6.18)

o�u a = h=tan(�).

Le premier terme du membre de droite de l'�equation 6.18 d�esigne la variation
d'�energie de surface en changeant la hauteur d'un �lm de longueur Lx � ` � a

de � �a la valeur z. Les trois derniers termes de l'�equation correspondent �a la

di��erence d'�energie de surface entre un �lm plat de hauteur � et de longueur

` + a et une �̂le de largeur l et de hauteur h sur le substrat.

Nous choisissons � = �=3 : ainsi, la surface des cot�es d'une �̂le est �equivalente

�a la surface de son sommet.

6.4 Minimisation de l'�energie

6.4.1 Energie en fonction du volume des �̂les

En utilisant les �equations 6.13 et 6.18, nous en d�eduisons la di��erence d'�energie
�E entre les deux con�gurations de la �gure 6.II :

�E =
E

2
m2

0

�
R(r)(1 �

uxx

m0

)2 � 1

�
V

+(S(z)� S(�)) [Lx� `� a]

+
l(z + h)

"
` � a+ 2

h

sin(�)

#

sl(z + h)[`+ a]

�S(�)[`+ a] (6.19)

O�u uxx est donn�e par l'expression H.9. En utilisant les variables V; r et z, la

di��erence d'�energie par particule s'�ecrit :

�E

�Lx

=
E

2
m2

0

�
R(r)(1 �

uxx

m0

)2 � 1

�
� � z

�

+
S(z)� S(�)

�

2
41 �

q
V=r +

p
rV =tan(�)

V
(� � z)

3
5

+
l(z +
p
rV )

� � z

V �

"q
V=r �

p
rV

tan(�)
+ 2

p
rV

sin(�)

#
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Fig. 6.V { Variation de la di��erence d'�energie par particule (en eV/(pas du
r�eseau)2) en fonction du volume des �̂les pour une valeur donn�ee du taux de
couverture. Pour chaque courbe, seul un point sur cinquante a �et�e mentionn�e

dans le but de garder la �gure lisible.

+
sl(z +
p
rV )

"q
V=r +

p
rV

tan(�)

#
� � z

�V

�S(�)
� � z

V �

"q
V=r +

p
rV

tan(�)

#
(6.20)

O�u nous avons utilis�e les relations : h =
p
rV , ` =

q
V=r et Lx = V

��z �a partir
de l'�equation 6.1. Pour un � et un V donn�es, nous minimisons l'expression 6.20
par rapport aux variables r et z en imposant les conditions : 0 � � et `+ a � Lx

(condition de non recouvrement des �̂les).
La �gure 6.V pr�esente le r�esultat de cette minimisation : chaque courbe corres-

pond �a une valeur de �. Le lecteur pourra clairement distinguer l'existence d'un
�etat stable de la couche pour des petits volumes d'̂�les et pour un taux de cou-
verture assez grand. Dans le cas �etudi�e, nous trouvons que la surface est instable

pour un taux de couverture � sup�erieur ou �egal �a 1.

6.4.2 Caract�eristiques du minimum en fonction du taux

de couverture

La �gure 6.VI donne la variation du volume V et de la distance Lx entre �̂les

au minimumde l'�energie par particule �E=�Lx en fonction du taux de couverture

�. Le volume des �̂les crô�t avec le taux de couverture mais reste de l'ordre de
quelques centaines de particules. La densit�e des �̂les, quant �a elle, d�ecrô�t avec

le taux de couverture. Pour tous les minima de l'�energie par particule, nous



6.4. MINIMISATION DE L'�ENERGIE 97

0 10 20
θ

0

200

400

600

800

1000

1200

V
olum

e0 10 20
θ

0

30

60

L x

Fig. 6.VI { Variation du volume et de la distance entre �̂les au minimum de
l'�energie par particule en fonction du taux de couverture (en monocouche).

trouvons que la hauteur de la couche de mouillage est nulle. La �gure 6.VII
pr�esente la hauteur, la largeur et le rapport d'aspect des �̂les au minimum de

l'�energie par particule �E=�Lx en fonction du taux de couverture. La valeur
du rapport d'aspect garde des petites valeurs (inf�erieures �a 0:7) au cours de la
croissance.

6.4.3 D�ependance des r�esultats suivant le choix de la fonc-

tion S(z)

Au cours de cette �etude, les r�esultats obtenus sont tr�es sensibles au choix de
la fonction S(z). Comme exemple de cette sensibilit�e, la �gure 6.VIII montre les
mêmes courbes que la �gure 6.V mais avec une fonction S(z) d�e�nie par :

S(z) = 
s �
z(
s � 
l � 
sl)

3:
pour z � 3 (6.21)

S(z) = 
l + 
sl pour z � 3 (6.22)

La �gure 6.VIII pr�esente toujours des minima mais ceux-ci sont m�etastables.
Nos r�esultats sont aussi sensibles au choix de la valeur z0.

Ainsi, en comparant les �gures 6.V et 6.VIII, notre mod�ele semble être sensible

au choix de la fonction S(z). Cependant cette sensibilit�e est essentiellement qua-

litative : en e�et, en changeant l'�echelle des abscisses de la �gure 6.V, la fonction
�E=�Lx montre elle aussi une d�ecroissance aux grands volumes. Ainsi, changer la

fonction S(z) ne modi�e pas le comportement qualitatif de la fonction �E=�Lx :
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Fig. 6.VII { Variation de la hauteur, de la largeur (en pas du r�eseau du substrat)

et du rapport d'aspect des �̂les au minimum de l'�energie par particule en fonction
du taux de couverture (en monocouhce).
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Fig. 6.VIII { Variation de la di��erence d'�energie par particule en fonction du vo-

lume des �̂les pour une valeur donn�ee de � avec S(z) donn�ee par les �equations 6.21

et 6.22. Pour chaque courbe, seul un point sur cinquante a �et�e mentionn�e dans

le but de garder la �gure lisible.
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les courbes pr�esentent toujours un minimum locale aux faibles volumes, un maxi-

mum local aux volumes interm�ediaires puis une d�ecroissance vers une asymptote

horizontale.

Concernant le d�esaccord quantitatif entre les �gure 6.V et 6.VIII, notre mo-

d�ele demande la minimisation d'une fonction de plusieurs variables. La pr�esence

de minimum locaux faibles de cette fonction peut introduire une sensibilit�e im-
portante par rapport aux param�etres de cette �equation. Un trac�e des fonctions

d�ecrites par les �equations 6.15 et 6.21 et 6.22 montre que la di��erence entre ces

courbes n'est pas si n�egligeable. Finalement, en d�erivant l'expression 6.20 par
rapport �a V , nous remarquons que la valeur de V minimisant l'�energie totale par

particule d�epend de la valeur de dS(z+h)=dz. Les �equations 6.21 et 6.22, contrai-

rement �a l'�equation 6.15 pr�esente une d�eriv�e nulle pour le valeur de z sup�erieure
�a 3 : ce comportement non physique peut a�ecter grandement les r�esultats de la

minimisation de �E=�Lx.

Ces remarques montrent qu'une description tr�es pr�ecise des �energies de surface
sera n�ecessaire pour pouvoir e�ectuer des calculs pr�edictifs. Une telle description
pourra en principe être obtenue �a partir de calculs ab-initio comme r�ealis�es par
Wang et al. [98], ou par l'utilisation de potentiel EAM.

6.4.4 Discussion

Notre �etude nous a permis de montrer l'existence d'un r�eseau d'̂�les stable.
Les �etats d'�equilibre de ces couches contraintes d�ependent du taux de couverture.

Notamment, le volume des �̂les �a l'�equilibre est une fonction croissante du taux
de couverture �. Ce r�esultat est en accord avec les observations exp�erimentales

[94]. Le volume typique des �̂les dans le minimum d'�energie est de l'ordre de
500 particules et leur largeur varie entre 20 et 40 (en unit�e de pas du r�eseau
du substrat). Ces distances correspondent �a des largeurs d'̂�les variant de 4.7

nm �a 9.4 nm en utilisant le pas du r�eseau du silicium. Cette largeur est en bon
accord avec les largeurs d'̂�les appel�ees huttes 3(\huts" en anglais) observ�ees dans
le exp�eriences de d�epôt de Ge sur Si(001) [93].

De plus, notre �etude montre qu'�a l'�equilibre, la couche de mouillage est nulle.
Des syst�emes comme Pd sur Cu [111] ou InGaAs sur InP [112] montrent de tels

comportements et quelques atomes du substrat remontent même dans les �̂les

pour former un alliage.

En�n, concernant le comportement de �E=�Lx aux grands volume, les courbes

de la �gure 6.VIII montre un deuxi�eme minimum d'�energie pour un volume in�ni
(pour � > 4). Ce minimum correspond au minimum pr�edit par les arguments

simples de la section 6.1 : l'�etat du syst�eme correspondant consiste �a une unique

3. Dans les d�epôts de Ge sur Si(001), les exp�erimentateurs observent la cr�eation de deux

types d'̂�les : les huttes qui sont petites et qui disparaissent au cours du d�epôt et les dômes qui

sont beaucoup plus volumineux.
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tr�es grosse �̂le sur le substrat. A ce minimum, la hauteur de la couche de mouillage

n'est pas nulle mais prend la valeur 3. Comme annonc�e pr�ec�edemment, les courbes

de la �gure 6.V montrent elles aussi le pr�esence de minima �a grand volume (ceux-

ci ne sont pas visibles sur la �gure 6.V en raison du choix des �echelles) mais la

couche de mouillage prend des valeurs entre 1.3 et 1.7 suivant le taux de couver-
ture. Puisque la force thermodynamique qui conduit le syst�eme vers ces minima

d�ecrô�t vers 0 quand le volume crô�t, il ne serait pas surprenant que le syst�eme

n'�evolue pas, une fois un volume d'̂�le su�samment grand atteint, et ce même au

cours d'un recuit raisonnable. Notre analyse sugg�ere donc aussi la possibilit�e que

certaines observations exp�erimentales soient le r�esultat de facteurs cin�etiques et
que certaines �̂les observ�ees ne correspondent �a aucun minimum d'�energie.

Le paysage d'�energie donn�ee par la �gure 6.VIII pourrait permettre d'expli-

quer l'existence simultan�ee de huttes et de dômes dans les exp�eriences de d�epôt de

Ge sur Si(001) [113]. En e�et, les huttes pourraient correspondre aux minimam�e-
tastables et les dômes �a un �etat hors d'�equilibre. Pour valider cette hypoth�ese, il
nous faudrait simuler tr�es pr�ecis�ement le syst�eme Ge sur Si(001) et en particulier
d�eterminer la fonction S(z).

En�n, dans l'�equation 6.20, nous avons fait l'approximation que les variables
z; h; `; V et Lx �etaient continues. Ceci est une approximation importante (surtout
pour les valeurs prises par z), mais d�ecrire le syst�eme par un mod�ele discret nous
apparâ�t hors de port�ee et nous ne nous sommes donc pas lanc�es dans un tel

calcul.

6.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, des arguments relativement simples nous ont permis
de montrer l'existence de r�eseaux d'̂�les stables. Nous avons donn�e un sch�ema
de calcul permettant de pr�edire les caract�eristiques de ces r�eseaux. Nous nous

sommes ici limit�es �a une g�eom�etrie bidimensionnelle et au cas simple d'un poten-

tiel Lennard-Jones mais il semble possible d'�etendre notre approche. L'utilisation

de potentiels plus pr�ecis (comme les potentiels de Terso� [114] pour le Silicium
ou le Germanium) pourrait permettre de mieux comprendre les observations ex-
p�erimentales en simulant de mani�ere pr�ecise un mat�eriau donn�e. De même, les

e�ets de contrainte de surface, n�eglig�es dans cette �etude pourraient être pris en

compte en introduisant des interactions �a longue port�ee entre particules. Par
contre, les exp�eriences montrent fr�equemment la naissance d'alliages dans les �̂les
(par exemple, dans le cas des d�epôts de Pd sur Cu [111]) : tenir compte th�eo-

riquement de la formation de ces alliages constitue, �a notre avis, un v�eritable

challenge.

Nous avons montr�e au cours de cette �etude l'existence de r�eseau d'̂�les stable
dans le cas particulier de mat�eriaux Lennard-Jones. Ce travail permet d'esp�erer

pouvoir un jour d�ecrire plus rigoureusement les propri�et�es d'�equilibre des mat�e-
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riaux r�eels.

Les travaux pr�esent�es dans ce chapitre ont fait d'un article soumis �a publica-

tion :

{ N. Combe, P. Jensen and J. -L. Barrat, accept�e dans Surface Science (2001).
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Chapitre 7

Conclusion g�en�erale

En r�esum�e, ce travail nous permet de proposer quelques r�eponses et nouvelles

id�ees pour mieux comprendre certains aspects de la croissance des couches minces.

Nous avons en particulier �etudi�e la cin�etique de relaxation de forme d'agr�egats
et les propri�et�es d'�equilibre des couches minces contraintes.

Dans un premier temps, les lois d'�echelle r�egissant la vitesse de relaxation de
forme des agr�egats par di�usion atomique de surface ont �et�e abord�ees.

L'�etude en deux dimensions nous a permis de mettre en �evidence deux r�egimes
de relaxation : un r�egime haute temp�erature, bien d�ecrit par la th�eorie continue

de Mullins et un r�egime basse temp�erature mal d�ecrit par les th�eories existantes.
C'est sur ce dernier r�egime que se sont concentr�es nos e�orts : en particulier, notre
travail donne une description tr�es pr�ecise de l'�etape limitante de la relaxation des

cristaux �a basse temp�erature et sa formalisation math�ematique a �et�e e�ectu�ee
avec succ�es. Notamment, l'utilisation du formalisme des châ�nes de Markov nous

a permis de calculer la dur�ee de l'�etape limitante puis d'en d�eduire le temps
de relaxation total des �̂les. Un tr�es bon accord est obtenu entre les r�esultats par

simulations et par calculs analytiques, et ce sur une vaste gamme de temp�eratures.
Nous avons montr�e dans un dernier temps que nos r�esultats pouvaient s'�ecrire
sous la forme d'une loi universelle. Nous pensons par cons�equent que le travail
e�ectu�e sur la relaxation des cristallites bidimensionnelles constitue un progr�es

aussi bien au niveau de la compr�ehension des ph�enom�enes limitants que de leur
description math�ematique.

Il nous a sembl�e important d'�etudier le cas de la relaxation de cristallites tri-

dimensionnelles, plus proche des exp�eriences de d�epôts d'agr�egats e�ectu�ees au
D�epartement de Physique des mat�eriaux de Lyon. Comme dans le cas �a deux
dimensions, deux r�egimes de relaxation sont mis en �evidence : un r�egime haute

temp�erature bien d�ecrit par la loi de Mullins et un r�egime basse temp�erature

que nous avons tent�e de caract�eriser. L'�etape limitante de la relaxation �a basse

temp�erature consiste en la nucl�eation d'un germe sur une facette. Nous avons
mesur�e la barri�ere d'�energie pour cette nucl�eation et donn�e un mod�ele permet-
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tant de comprendre sa d�ependance par rapport �a la taille des cristallites. Nous

en d�eduisons que le temps de relaxation varie exponentiellement avec la taille

des cristaux dans le r�egime basse temp�erature. A notre connaissance, une telle

d�ependance n'avait jamais �et�e pr�edite jusqu'alors.

Cette �etude de la relaxation de cristaux bidimensionnels et tridimensionnels

parâ�t donc relativement compl�ete.

Au niveau des applications, pour l'�elaboration des nanostructures dans des

composants �electroniques par exemple, l'information importante concernant nos

travaux est uniquement l'ordre de grandeur du temps de relaxation. Notre ana-
lyse, combin�ee �a une d�etermination pr�ecise (grâce �a des calculs ab-initio, par

exemple) des barri�eres d'�energie des mouvements �el�ementaires de chaque atome,

devrait permettre de pr�edire correctement les ordres de grandeur des temps de

relaxation des nanostructures, au moins �a deux dimensions. La pr�ediction de ces

temps en trois dimensions, est, quant �a elle, plus di�cile, puisqu'elle demande la
mesure des tensions de ligne et de surface avec une pr�ecision tr�es importante, ces
valeurs intervenant dans un terme exponentiel.

En�n, de mani�ere plus g�en�erale, le travail synth�etis�e dans ce m�emoire ne per-

met pas de r�esoudre le di�cile probl�eme de la description rigoureuse d'une surface
cristalline sur des �echelles de longueur plus courtes que la distance entre crans. Le
calcul analytique de la partie 3.3 permet de donner un embryon de r�eponse mais,
malheureusement, son application au probl�eme tridimensionnel est impossible.

Les travaux th�eoriques r�ecents d'Olivier Pierre Louis [115] proposent un autre

�el�ement de r�eponse : l'�energie libre d'une surface est la somme du terme habi-
tuel de tension de surface et d'un terme d�ependant de la densit�e locale de crans.

Cette analyse, en deux dimensions, permet d'obtenir des pr�edictions semblables
aux nôtres, en terme de lois d'�echelle. Mais son application au cas tridimensionnel
n'est l�a encore pas possible pour le moment. Même si notre �etude et celle de Louis
[115] ne permettent pas encore la r�esolution du probl�eme pos�e, elles avancent de

nouvelles id�ees qui permettront peut-être demain la description d'un cristal �a
toutes les �echelles de longueurs.

Dans une deuxi�eme partie de ce travail, une �etude des propri�et�es d'�equilibre
des couches contraintes nous a permis d'�etablir une expression de l'�energie to-

tale d'un r�eseau d'̂�les contraintes en utilisant la th�eorie de l'�elasticit�e lin�eaire et
des simulations de type Lennard-Jones. En minimisant cette �energie totale, nous

montrons que des r�eseaux d'̂�les coh�erentes contraintes peuvent être stables. Ce

r�esultat avait d�ej�a �et�e pr�edit par Shchukin et al. [99] mais en utilisant d'autres in-
gr�edients, nettement plus compliqu�es �a notre sens. Notre approche, tout en �etant

plus simple, permet de rendre qualitativement compte des observations exp�eri-

mentales e�ectu�ees au cours de la croissance Stranski-Krastanov. De plus, notre
analyse est potentiellement adaptable �a la description de syst�emes r�eels : il fau-

dra pour ce faire, utiliser des potentiels interatomiques plus pr�ecis. Notre travail
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constitue par cons�equent un sch�ema d'�etude pour les propri�et�es d'�equilibre de

couches contraintes bidimensionnelles.

Pour une compr�ehension globale de la croissance de ces couches, une �etude de

la cin�etique de croissance parâ�t n�ecessaire. Malheureusement, les simulations de

di�usion d'atomes sur une surface contrainte demandent �enorm�ement de temps
de calcul : en e�et, les d�eformations des mat�eriaux et la di�usion atomique de

surface se r�ealisent sur des �echelles de temps du même ordre de grandeur. Il

est donc n�ecessaire d'e�ectuer des simulations ayant une pr�ecision comparable

�a celle de la dynamique mol�eculaire mais sur des temps qui demanderaient une

simulation Monte Carlo. Des algorithmes du type de ceux d�evelopp�es par Ar-
thur F. Voter [116, 117] permettent d'acc�el�erer consid�erablement les calculs. Ils

rendront �eventuellement possible la simulation correcte de la cin�etique et donc

la croissance de ces couches contraintes. Il serait ainsi possible de comprendre

l'importance relative des e�ets cin�etiques et thermodynamiques sur la croissance

de ces couches.
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Annexe A

Int�egration num�erique de

l'�equation de Mullins

Nous proposons ici une m�ethode permettant de r�esoudre num�eriquement l'�equa-
tion de Mullins. La r�esolution directe d'une �equation di��erentielle de la forme sui-

vante n'est en e�et pas stable num�eriquement 1 en raison de la d�eriv�e quatri�eme
sur l'espace :

@h

@t
= A

@4h

@x4
(A.1)

Comme l'avait e�ectu�ee Nichols [32], la r�esolution num�erique de cette �equation

demande de transformer l'�equation de la variable h en une �equation aux d�eriv�es

partielles sur la courbure.

Nous allons ici donner le calcul e�ectu�e par C. Misbah et A. Valance [65].

Soit une courbe ~r(�; t) avec � 2 [0; 1] une param�etrisation arbitraire. Si vn
est la vitesse normale de l'interface �a la courbe alors, on peut montrer que la

courbure v�eri�e :
@�

@t
= �

"
@2

@s2
+ �2

#
vn +

@�

@s

Z
ds0�vn (A.2)

O�u �(s; t) est la courbure param�etr�ee par s, l'abscisse curviligne. Dans notre cas,
la vitesse normale de la courbe est donn�ee par le 
ux de mati�ere :

vn = ��
2~r:~js (A.3)

O�u 
 est le volume atomique et � caract�erise le nombre de particules pouvant

bouger par unit�e de longueur. La formule 2.2 s'�ecrit dans le cas �a deux dimensions :

js = �
D

kT

@��

@s
(A.4)

1. Cette �equation est semblable �a l'�equation 2.5 de Mullins en faisant l'approximation de

petite pente : @h(x)=@x� 1 qui implique 1=R � @2h=@x2.
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o�u D est un coe�cient de di�usion (collectif) le long du p�erim�etre. D'autre part,

la formule 2.1 s'�ecrit dans le cas pr�esent :

�� = ~

� (A.5)

Avec ~
 = 
(�) + d2
=d�2 (� est l'angle form�e entre la normale �a l'interface et

une direction �xe). En r�einjectant les �equations A.4 et A.5 dans l'�equation A.3,
il vient �nalement :

vn =
�
2D

kT
~

@2�

@s2
(A.6)

En�n, en r�einjectant cette formule dans l'�equation A.2, nous obtenons :

@�

@t
= �

"
@2

@s2
+ �2

#
�
2D

kT
~

@2�

@s2
+
@�

@s

Z
ds0�

�
2D

kT
~

@2�

@s02
(A.7)

C'est cette derni�ere expression que nous avons int�egr�ee num�eriquement par dif-
f�erences �nies.
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Annexe B

Probabilit�e d'avoir deux

particules sur une facette de

longueur L

Dans cette partie, nous calculons la probabilit�e P d'avoir deux particules sur
une facette de longueur L, sachant qu'au temps t = 0, une particule est sur

une des extr�emit�es de la facette (abscisse 1) et que les extr�emit�es de la facette

(abscisse 0 et L) sont absorbantes; l'autre particule peut apparâ�tre sur la facette
avec une probabilit�e par unit�e de temps 1=� .

Soit S(x0; t) la probabilit�e qu'une particule, partie de l'abscisse x0 au temps
t = 0, soit encore sur la facette au temps t. S(x0; t) v�eri�e alors l'�equation de

di�usion usuelle :
@S(x0; t)

@t
= D

@2S(x0; t)

@x20
(B.1)

Avec les conditions aux limites :
- S(x0; 0) = 1 pour tout x0 2 [0; L] : certitude de trouver une particule au temps

t = 0 sur la facette 1.
- S(0; t) = 0 �a tout instant.
- S(L; t) = 0 �a tout instant.
Les bords de la facette sont absorbants.

La solution de l'�equation B.1 avec les conditions aux limites ci-dessus (voir J.

Crank [118] par exemple) s'obtient simplement par s�eparation des variables x et

t :

S(x0; t) =
+1X
n=0

4

(2n+ 1)�
sin(

(2n + 1)�x0

L
)e�

D�
2(2n+1)2t

L2 (B.2)

Il faut maintenant tenir compte du fait qu'une particule peut apparâ�tre sur la

facette : en supposant que ce processus est un processus de Poisson, la probabilit�e

1. On rappelle que S(x0; T ) est la probabilit�e de survie de la particule, plac�ee en x0 au temps

t.
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qu'une particule apparaisse sur la facette entre les temps t et t+dt est dt
�
e�

t

� . Ainsi,

la probabilit�e P d'avoir deux particules sur la facette, sachant que la premi�ere

particule est partie du point x0 au temps t = 0, est donn�ee par la formule :

P =
Z 1

0

1

�
e�

t

� S(x0; t)dt (B.3)

Pour prendre en compte le fait que la particule qui monte peut venir de chacun des

crans situ�es �a l'extr�emit�e de la facette, on pose : � = �3=2. Ainsi, nous obtenons

l'expression de P (x0) :

P (x0) =
4�2

�

+1X
n=0

1

2n + 1

sin((2n + 1)�)

�2 + (2n + 1)2
(B.4)

o�u l'on a pos�e :

�2 =
2L2

D�2�3
(B.5)

� =
�x0

L
(B.6)

Nous poursuivons le calcul en utilisant la formule suivante tir�ee du Gradstein
[119] :

�(�; �) =
+1X
k=1

cos(k�)

�2 + k2

=
�

2�

cosh(�(� � �))

sinh(��)
�

1

2�2
(B.7)

qui donne par int�egration puis soustraction des termes paires :

+1X
n=0

1

2n + 1

sin((2n + 1)�)

�2 + (2n + 1)2
=
Z �

0

�
�(�; �0)�

1

4
�(�=4; 2�0)

�
d�0 (B.8)

En prenant x0 = 1 dans la formule B.4 (la premi�ere particule sur la facette est
en x = 1 au temps t = 0), le calcul conduit �a l'expression de la probabilit�e P

d'avoir 2 particules sur une facette de longueur L, sachant qu'au temps t = 0,

une particule est �a une des extr�emit�es de la facette :

P = 1 �
"
2 sinh(2

p
�(L� 1))

sinh(2
p
�L)

�
sinh(2

p
�(L=2 � 1))

sinh(
p
�L)

#
(B.9)

O�u � = �2
�3
.

Le d�eveloppement limit�e de B.9 au premier ordre, dans la limite des basses tem-

p�eratures (�! 0), conduit �a l'expression :

P = 2�(L � 1) + o(�) (B.10)
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Annexe C

Probabilit�e de collage de deux

particules sur un facette de

longueur L

Nous nous proposons dans cette partie de calculer la probabilit�e P4 que deux

particules se rencontrent sur une facette de longueur L, sachant qu'au temps
t = 0, une des particules est �a l'abscisse x0, et l'autre �a l'abscisse x = 1 (toutes

les longueurs sont donn�ees en unit�e du pas du r�eseau). Les deux extr�emit�es x = 0

et x = L sont absorbantes. Ces deux particules e�ectuent chacune une marche
al�eatoire �a une dimension avec un temps caract�eristique �2. On appelle x l'abscisse
de la premi�ere particule, et y l'abscisse de la deuxi�eme particule. La particule
virtuelle de coordonn�ees (x,y) est aussi une particule brownienne. C'est sur cette

derni�ere que nous allons raisonner par la suite. Au temps t = 0, cette particule
se situe en (x0; 1), elle se d�eplace �a l'int�erieur d'un carr�e de côt�e L; la probabilit�e
P4 recherch�ee est �egale �a la probabilit�e de trouver cette particule virtuelle sur
la diagonale y = x du carr�e. On peut donc ne consid�erer le mouvement de cette

particule que dans le triangle d�e�ni par : 0 � x � y � L, chaque côt�e du triangle

�etant absorbant. On appelleD(x; y) la probabilit�e qu'une particule virtuelle situ�ee
en (x; y) au temps t = 0 quitte le triangle par la diagonale, V (x; y) la probabilit�e

que cette particule le quitte par son côt�e vertical et en�n H(x; y) la probabilit�e
qu'elle le quitte par le côt�e horizontal (voir �gure C.I).

Nous utilisons ici une description continue : le probl�eme discret nous semble

r�eellement tr�es di�cile �a r�esoudre. D;V et H sont solutions de l'�equation de

Laplace :

�D(x; y) = 0 �V (x; y) = 0 �H(x; y) = 0 (C.1)

Avec comme conditions aux limites :

D(x; x) = 1 D(x; 0) = 0 D(0; y) = 0 (C.2)

V (x; x) = 0 V (x; 0) = 0 V (L; y) = 1 (C.3)
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L0 H(x,y)

V(x,y)
D(x,y)

Y

X

Fig. C.I { Sch�ema du domaine o�u la particule virtuelle di�use.

H(x; x) = 0 H(x; 0) = 1 H(0; y) = 0 (C.4)

pour 8x 2 [0; L] et 8y 2 [0; L]

Et d'autre part, nous avons la relation :

D(x; y) + V (x; y) +H(x; y) = 1 (C.5)

Il est certain que le marcheur al�eatoire va �nir par quitter le triangle. Au lieu de

calculer directementD(x; y), nous allons calculer V (x; y) etH(x; y), et en d�eduire
D(x; y) �a partir de Eq. C.5.

Dans un premier temps, nous allons calculer les grandeurs V2(x; y) etH2(x; y)
qui sont les probabilit�es qu'une particule brownienne situ�ee en (x; y) au temps

t = 0 dans un carr�e �a bords absorbants quitte ce carr�e respectivement par le côt�e

x = L et y = 0. Nous avons donc les �equations :

�V2(x; y) = 0 �H2(x; y) = 0 (C.6)

avec les conditions aux limites :

V2(x;L) = 0 V2(x; 0) = 0 (C.7)

V2(0; y) = 0 V2(L; y) = 1 (C.8)

H2(L; y) = 0 H2(0; y) = 0 (C.9)

H2(x; 0) = 1 H2(x;L) = 0 (C.10)

pour 8x 2 [0; L] et 8y 2 [0; L]

La solution de ces �equations est obtenue en s�eparant les variables x et y :

H2(x; y) =
4

�

1X
m=0

sin (2m+1)�x

L

2m+ 1

sinh (2m+1)�(L�y)
L

sinh(2m + 1)�
(C.11)

V2(x; y) =
4

�

1X
m=0

sin (2m+1)�y

L

2m+ 1

sinh (2m+1)�x

L

sinh(2m+ 1)�
(C.12)
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On peut maintenant d�eduire les valeurs de V (x; y) et H(x; y) de notre probl�eme

initial par superposition des solutions (Eq. C.11 et Eq. C.12) a�n d'imposer les

conditions V (x; x) = 0 et H(x; x) = 0 :

V (x; y) = V2(x; y)� V2(y; x) (C.13)

H(x; y) = H2(x; y)�H2(y; x) (C.14)

Ainsi, on en d�eduit des �equations C.5, C.13, C.14, C.11 et C.12, l'expression de
D(x0; 1) :

D(x0; 1) = 1

�
4

�

1X
m=0

sin
(2m+1)�

L

2m+1

�
sinh

(2m+1)�x0
L

�sinh (2m+1)�(L�x0)

L

sinh(2m+1)�

�

�
4

�

1X
m=0

sin
(2m+1)�x0

L

2m+1

�
sinh

(2m+1)�(L�1)

L
�sinh (2m+1)�

L

sinh(2m+1)�

�

Cette expression nous donne la grandeur cherch�ee, mais elle n'est pas utilisable
directement puisque la valeur de x0 n'est pas connu a priori. Nous allons donc
moyenner la valeur de D(x0; 1) sur la densit�e de probabilit�e P (x0) d'avoir la

valeur x0. Nous obtenons alors la valeur recherch�ee de P4 :

P4 =
Z L

0
D(x0; a)P (x0)dx0 (C.15)

Nous sommes capable d'e�ectuer le calcul exact de l'expression de P (x0). Mal-
heureusement, apr�es int�egration de l'�equation C.15, on est incapable d'obtenir
une forme simple qui ne soit pas sous forme de s�erie. Nous faisons donc l'approxi-

mation suivante : dans la limite des basses temp�eratures, la particule situ�ee sur
la face a di�us�e pendant un temps environ �3 avant que la deuxi�eme particule
n'apparaisse sur la facette. �3 est un temps tr�es grand compar�e au temps moyen
que la particule mettrait pour traverser la facette (proportionnel �a �2), donc nous
pouvons supposer que dans une bonne approximation, la probabilit�e P (x0) est

stationnaire, et nous ne tiendrons compte que du premier terme (normalis�e) :

P (x0) =
�

2L
sin

�x0

L
(C.16)

L'int�egration C.15 devient alors plus facile, et nous obtenons :

P4 = 1�
sinh �(L�a)

L
� sinh �a

L

sinh�
(C.17)

=

 
cosh� + 1

sinh�

!
�a

L
�
�2a2

2L2
+ o(1=L2) (C.18)
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o�u, dans Eq. C.18, nous avons e�ectu�e un d�eveloppement limit�e au deuxi�eme

ordre en 1=L. On retiendra de ce calcul :

P4 = �
1

L
+ o(1=L2) (C.19)

avec � =

 
cosh � + 1

sinh�

!
� � 3:42 (C.20)

P4 est proportionnel �a 1=L.
Nous pouvions pr�evoir d�es le d�ebut du calcul que la probabilit�e P4 se com-

portait comme 1=L. En e�et, la probabilit�e qu'une particule plac�ee en x = 1
atteigne le point x = L=2 est 2=L. Or typiquement, pour que les deux particules

se rencontrent, il faut que la particule plac�ee en x = 1 atteigne un point �a une

distance de l'ordre de L : la probabilit�e que les deux particules se rencontrent
varie donc comme 1=L.
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Annexe D

Temps moyen pour quitter l'�etat

2

Dans cette partie, nous proposons de calculer le temps moyen < � > n�eces-
saire au syst�eme pour quitter l'�etat 2, c'est-�a-dire le temps moyen qui s'�ecoule
pour, soit que deux particules sur une facette de longueur L �a bords absorbants
se rencontrent, soit que l'une d'elles disparaisse. En utilisant la description de

l'appendice C, le temps < � > est le temps moyen que met la particule virtuelle
�a quitter le triangle. Cette particule est toujours situ�ee en (x0; 1) au temps t = 0

et une nouvelle fois, l'unit�e de longueur est le pas du r�eseau. Soit S(x0; y0; t) la

probabilit�e de survie d'une particule : c'est la probabilit�e qu'une particule partie
en (x0; y0) au temps t = 0 soit encore dans le triangle au temps t. Le temps moyen
< � (x0; y0) > que cette particule reste dans le triangle est :

< � (x0; y0) >=
Z 1

0
S(x0; y0; t)dt (D.1)

Introduisons la quantit�e P4(x; y; x0; y0; t), la probabilit�e qu'une particule situ�ee
en (x0; y0) au temps t = 0 soit en (x; y) au temps t; il vient alors :

S(x0; y0; t) =
ZZ
4
P4(x; y; x0; y0; t)dxdy (D.2)

En�n, nous nous int�eressons �a la valeur de < � (x0; 1) > puisque l'on sait o�u est

situ�ee notre particule au temps t = 0. Mais comme dans l'appendice C, nous

ne connaissons pas la valeur de x0, si bien qu'il faut une nouvelle fois moyenner

la valeur de < � (x0; 1) > �a partir de la distribution P (x0) donn�ee par l'�equa-

tion C.16 :

< � >=
Z L

0
P (x0) < � (x0; 1) > dx0 (D.3)

Par cons�equent, le temps < � > recherch�e s'�ecrit :

< � >=
Z L

0

Z 1

0

ZZ
4
P (x0)P4(x; y; x0; 1; t)dxdy dt dx0 (D.4)
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Il ne nous reste plus qu'�a calculer la valeur de P4(x; y; x0; 1; t). Comme dans

l'appendice C, nous utilisons le th�eor�eme de superposition :

P4(x; y; x0; 1; t) = P2(x; y; x0; 1; t)� P2(x; y; 1; x0; t) (D.5)

O�u P2(x; y; x0; 1; t) est solution de l'�equation de di�usion avec pour conditions
aux limites :

P2(x; y; x0; 1; 0) = �(x� x0)�(y � 1)

P2(0; y; x0; 1; t) = P2(L; y; x0; 1; t) = 0 8y 2 [0; L]

P2(x; 0; x0; 1; t) = P2(x;L; x0; 1; t) = 0 8x 2 [0; L]

La solution s'obtient par s�eparation des variables (x; y), et l'on trouve :

P2(x; y; x0; 1; t) =
4

L2

1X
m;n=1

sin
m�x0

L
sin

n�

L
sin

m�x

L
sin

n�y

L
e�

D(m2+n2)�2t

L2 (D.6)

Nous obtenons < � > en utilisant les �equations D.5 et D.6 pour int�egrer l'�equa-
tion D.4 : nous int�egrons d'abord sur x0, ensuite sur x et y, et en�n sur t. Il
vient :

< � >=
L2

D�3

1X
k=1

1

1 + 4k2
sin

2k�

L

"
2

k
�

1

k(2k + 1)

#
(D.7)

Nous nous contentons du seul premier terme quand L est grand : L!1. Consi-
d�erons la fonction f(u) d�e�nie par :

f(u) =
1X
k=1

1

1 + 4k2
sin(ku)

"
2

k
�

1

k(2k + 1)

#
(D.8)

est une fonction normalement convergente (au sens math�ematique), donc nous
pouvons en donner facilement sa d�eriv�ee :

df(u)

du
=

1X
k=1

1

1 + 4k2
cos(ku)

"
2 �

1

(2k + 1)

#
(D.9)

u!07�!
1X
k=1

1

1 + 4k2

"
2 �

1

(2k + 1)

#
(D.10)

Car df(u)

du
est aussi une fonction normalement convergente. Un d�eveloppement

limit�e df(u)

du
donnerait un deuxi�eme terme d'ordre au moins u2. Le premier terme

du d�eveloppement de < � > s'obtient en r�eint�egrant l'�equation D.10 et en la

r�einjectant dans l'�equation D.7 :

< � >=
2L

D�2

1X
k=1

1

1 + 4k2

"
2�

1

(2k + 1)

#
+O(1=L) (D.11)
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Nous retiendrons donc que < � > est proportionnel �a L (�a une erreur pr�es d'ordre

1=L):

< � > = �L�2 (D.12)

avec � =
4

�2

1X
k=1

1

1 + 4k2

"
2�

1

(2k + 1)

#
� 0:2888 (D.13)

Il n'est pas surprenant d'obtenir un temps < � > proportionnel �a L. En e�et,
une particule sur une facette de longueur L y reste un temps moyen L�2 si elle

est partie du point x = 1. Dans le cas pr�esent, soit les particules se rencontrent,

ce qui demandera un temps de l'ordre de L�2 (temps pour que la particule plac�ee
en x = 1 au temps t = 0 atteigne un point �a une distance de l'ordre de L), soit

l'une d'elles disparâ�t ce qui demandera aussi un temps de l'ordre de L�2.



118 ANNEXE D. TEMPS MOYEN POUR QUITTER L'�ETAT 2



119

Annexe E

Calcul du temps tp;q;�

Nous proposons ici de calculer le temps moyen tp;q;� n�ecessaire pour passer

de l'�etat i �a l'�etat i + 1 (pour i � 3), en supposant que la distance moyenne
entre le point �emissif de particules et le germe de nucl�eation est L=2. Ce temps
peut s'�evaluer facilement �a l'aide d'une châ�ne de Markov, en consid�erant les �etats

suivants :

{ �etat 0 : aucune particule n'a �et�e �emise.

{ �etat 1 : une particule a �et�e �emise : elle se trouve �a l'abscisse x=1.

{ �etat 2 : la particule �emise se trouve �a l'abscisse x=2.

{ . . .

{ �etat k : la particule �emise se trouve �a l'abscisse x=k.

L'�etat L=2 est absorbant. Nous discr�etisons le temps : l'unit�e de temps est �2. Les

quantit�es pi; qi et �i (d�e�nies de la même mani�ere que dans la section 3.3.2) sont
alors donn�ees par :

pi = 1=2 (E.1)

�i = 0 (E.2)

qi = 1=2 (E.3)

avec i � 1

Pour calculer p0 et �0, on sait que le temps r�eel pour qu'une particule quitte un
cran est �3; pour tenir compte du fait qu'il y a deux crans �a chaque extr�emit�e de
la facette, chacun pouvant contribuer �a l'accroissement du germe situ�e au milieu

de la facette, on prendra �3=2 comme le temps pour quitter l'�etat 0 , d'o�u :

p0 = 2� (E.4)

�0 = 1 � 2� (E.5)
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α0

0 1 2

1/2

1/2

k... L/2

1/21/2

1/2 1/21/2

1/2

p0

Fig. E.I { Châ�ne de Markov permettant de d�eterminer le temps tp;q;�.

Le diagramme de la châ�ne de Markov est donn�e par la �gure E.I.

En appelant ni le temps moyen pour aller de l'�etat i �a l'�etat absorbant L=2, on

a :

n0 = 1 + �0n0 + p0n1 (E.6)

nk = 1 + 1=2nk�1 + 1=2nk+1 (E.7)

avec k � 1

nL=2 = 0 (E.8)

En sommant l'�equation E.7 de k = 1 �a j, puis de j = 1 �a L=2 � 1 et en utilisant

l'�equation E.8, on obtient :

n1 =
L � 2

L
n0 +

L� 2

2
(E.9)

En utilisant l'�equation E.6, on trouve :

n0 =
L

2p0
+
L(L� 2)

4
(E.10)

En repassant au temps r�eel, on obtient �nalement le temps tp;q;� d�esir�e :

tp;q;� =
L

4
�3 +

L(L� 2)

4
�2 (E.11)
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Annexe F

Calcul de n0

Nous �etablissons dans cette annexe la formule donnant n0 en fonction des
param�etres pi; qi et �i.

Dans un premier temps, nous nous occupons des ni avec i > 0. A partir de

l'�equation 3.28, sachant que p = q, on a :

(nk+1 � nk) = (nk � nk�1)� 1=p (F.1)

En sommant cette expression de k = 4 �a j, puis de j = 4 �a l, il vient :

(l � 1)n3 = (l � 2)n2 + 1=p(
(l � 2)(l � 1)

2
) (F.2)

Nous avons utilis�e ici le fait que nl+1 = 0. En ins�erant ce r�esultat dans l'�equa-
tion 3.27, nous obtenons n2 comme fonction de n1, puis en r�einjectant de nouveau

cette relation dans l'�equation 3.26, nous trouvons �nalement :

n1 (1� �1 � p1B) = 1 + p1A+ q1n0 (F.3)

avec :

A =
1 + p2

p
l�2
2

1� �2 � p2
l�2
l�1

(F.4)

B =
q2

1� �2 � p2
l�2
l�1

(F.5)

Occupons-nous maintenant des ni avec i < 0. Soit mj = n�j pour tout j. En
sommant l'�equation 3.22 de j �a z � 1, il vient :

mz �mz�1 = mj �mj�1 �
z � j

p�
(F.6)

Or l'�equation 3.21 s'�ecrit : ml �ml�1 = 1=2p�. En prenant z = l et j = 3 dans la

formule F.6, et en utilisant cette derni�ere relation, nous trouvons :

m3 �m2 =
l � 3

p�
+

1

2p�
(F.7)
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Puis en utilisant les �equations 3.23 et 3.24, il vient :

n�1 =
1

q�1
+

p�1
q�1q

�
2

+
p�1p

�
2

q�1q
�
2p
� (l � 5=2) + n0: (F.8)

Finalement, nous tirons la valeur de n0 des �equations 3.25, F.3 et F.8 :

p0(1 �
q1

1 � �1 � p1B
)n0 =

1 + p0
1 + p1A

1� �1 � p1B

+q0

 
1

q�1
+

p�1
q�1q

�
2

+
p�1p

�
2

q�1q
�
2p
� (l � 5=2)

!
(F.9)

Puis en utilisant les di��erentes �equations [3.9-3.20], et en e�ectuant un d�eve-

loppement limit�e en �, nous obtenons :

A =
L

4�

(l � 1)(l � 2)

(L
�
� 1)(l � 1) + 1

+
�
�
L2(l � 1) + L(L�2)(l�2)(l�1)

4

(L
�
� 1)(l � 1) + 1

+ o(1)

B = 1�
1

(L
�
� 1)(l � 1) + 1

Puis :

n0 =
1

�2
(L+ 2l)

4L(L � 1)

�
(
L

�
� 1)(l � 1) + 1

�

+O(1=�) (F.10)

Nous n'avons ici donn�e que le premier terme du d�eveloppement de n0 : nos cal-
culs nous permettent d'aller jusqu'�a l'ordre �0, mais les formules sont alors trop
volumineuses et peu signi�catives. Pour cette raison, nous ne les avons pas men-
tionn�ees ici.

En retournant au temps r�eel, nous trouvons �nalement la valeur du temps

� (L; l) :

� (L; l) =
� 23
�2

(L+ 2l)

4L(L � 1)

�
(
L

�
� 1)(l � 1) + 1

�

+O(�3) (F.11)
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Annexe G

Calcul des modules d'Young et

de Poisson pour un cristal

bidimensionnel triangulaire

Nous �etablissons ici les formules donnant les modules d'Young et de Poisson

d'un cristal triangulaire bidimensionnel.

Supposons que l'on applique �a un tel cristal une d�eformation horizontale uxx.
Les longueurs des liaisons horizontales se modi�ent, alors que les longueurs des
liaisons obliques restent inchang�ees (seul l'angle entre les liaisons est modi��e). La

�gure G.I pr�esente une partie du r�eseau d�eform�e.

L

rr r

r

r 1 1 1
0

0

FF

a

Fig. G.I { Sch�ema des liaisons entre atomes apr�es d�eformation. r0 est la distance

qui minimise le potentiel interatomique et r1 la distance impos�ee par la pr�esence
de la force ~F .
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G.1 Calcul du module d'Young

Nous allons par la suite raisonner sur une seule couche du mat�eriau. L'�energie

potentielle de cette couche est donn�ee par :

Ep =
X

U(r) = nU(r1) (G.1)

O�u U(r) est le potentiel Lennard-Jones donn�e par la formule 6.2, n le nombres
de liaisons dans la couche consid�er�ee : n = L=r1, et r1 la distance entre atomes.

La force ~F est donn�ee par :

~F (r) = �~rEp = �
@Ep

@L
~ux = �

@U(r)

@r
~ux (G.2)

De plus, on peut �ecrire la relation :

~F (r1) = ~F (r0) +
@ ~F (r)

@r
(r1 � r0) + o(r1 � r0) (G.3)

O�u ~F (r0) est �egale �a 0 puisqu'on est alors �a la distance d'�equilibre. D'autre part,

F peut s'�ecrire sous forme d'une pression 1 : F = �pa o�u a est la distance entre

couches. En utilisant les formules G.2 et G.3, il vient alors :

pa =
@2U(r0)

@r2
(r1 � r0) (G.4)

Or il est facile d'�etablir que : uxx = r1�r0
r0

; en utilisant la d�e�nition du module
d'Young p = Euxx, il vient :

E =
r0

a

@2U(r0)

@r2
(G.5)

En utilisant la formule 6.2 et en calculant a =
p
3
2
r0 (distance �a l'�equilibre), il

vient :

E =
144
p
3 3
p
2

�

�2
(G.6)

O�u nous avons utilis�e la relation :

2�6 = r60 (G.7)

� �etant le facteur intervenant dans la formule 6.2.

1. Comme nous nous pla�cons dans un espace �a deux dimensions, une pression est homog�ene

�a une force divis�ee par une longueur.
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G.2 Calcul du coe�cient de Poisson

Pour calculer le coe�cient de Poisson, il su�t de calculer le rapport entre la

d�eformation verticale du syst�eme et sa d�eformation horizontale :

r0uyy = a0 � a =

s
r20 �

r21
4
�
p
3

2
r0 (G.8)

=

s
r20 �

(r0 + r0uxx)2

4
�
p
3

2
r0 (G.9)

O�u a0 est la distance entre plans hors d'�equilibre.
En e�ectuant un d�eveloppement limit�e pour les faibles d�eformations, il vient:

r0uyy =

p
3

2
r0

�
1 �

uxx

3

�
�
p
3

2
r0 (G.10)

= �
r0

2
p
3
uxx (G.11)

L'expression du coe�cient de Poisson est donc :

� =
1

2
p
3
' 0:29 (G.12)
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Annexe H

Elasticit�e lin�eaire en 2

dimensions et calcul des

interactions

H.1 Loi de l'�elasticit�e lin�eaire en 2 dimensions

Un d�eveloppement bidimensionnel analogue �a celui e�ectu�e dans le livre de
Landau [103] permet d'obtenir les lois de l'�elasticit�e lin�eaire en 2 dimensions. Il
su�t pour cela de r�e�ecrire l'�energie libre d'un corps d�eform�e :

F =
�

2
(uxx + uyy)

2 + �(u2xx + u2yy + u2xy + u2yx) (H.1)

O�u � et � sont les coe�cient s de Lam�e, uij les composantes du tenseur des d�e-
formations. Nos noterons �ij les composantes du tenseur des contraintes. Sachant
que �ik =

@F
@uik

et en posant :

� =
�

� + 2�
(H.2)

E =
4�(� + �)

�+ 2�
(H.3)

O�u � et E sont respectivement le coe�cient de Poisson et le module d'Young du

mat�eriau, nous obtenons les lois de l'�elasticit�e lin�eaire en deux dimensions :

�ik =
E

1 + �

�
uik +

�

1� �
�ikull

�
(H.4)

uik =
1

E
((1 + �)�ik � �ik��ll) (H.5)

Remarque : Les �equations H.2 et H.3 sont en fait �etablies de la mani�ere sui-

vante. Nous calculons les composantes du tenseur des contraintes en fonction de
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l

hΦ

a LxxL =0x

Fig. H.I { Sch�ema de l'̂�le consid�er�ee dans les calculs. Cette �gure permet de

d�e�nir les variables que nous utiliserons au cours du calcul.

�, � et des uij, puis nous appliquons une d�eformation uniaxiale uniforme uxx �a

un mat�eriau donn�e rectangulaire. Nous d�eterminons le coe�cient de Poisson �

par la formule uyy = ��uxx et le module d'Young par la formule �xx = Euxx.

H.2 Calcul des interactions entre �̂les

Nous allons dans cette partie �etablir la relation 6.11. Pour ce faire, consid�erons

l'̂�le donn�ee par la �gure H.I de largeur l, de hauteur h et situ�ee en x = 0.
Calculons le d�eplacement des atomes de la surface du substrat �a une distance Lx.
D'apr�es la fonction de Green [103] d'un demi-espace en trois dimensions, nous

tirons l'expression (utile) de la fonction de Green d'un demi-plan in�ni dans un
espace bidimensionnel par int�egration sur une variable :

ux =
1

�Es

Fxln(Lx � x0) (H.6)

ux est le d�eplacement des atomes au point Lx caus�e par la densit�e de force Fx�(x�
x0).

Appliquons cette formule �a notre syst�eme. Le d�eplacement des atomes en x

est alors donn�e par :

ux =
1

�Es

"Z �l=2+a=2

�l=2�a=2
�0tan(�)ln(Lx � x0)dx0

�
Z +l=2+a=2

+l=2�a=2
�0tan(�)ln(Lx � x0)dx0

#
(H.7)

= 1
�Es

�0tan(�)

"
Lx ln

L2
x � (l=2 + a=2)2

L2
x � (l=2� a=2)2

+l=2 ln
(l=2)2 � (Lx + a=2)2

(l=2)2 � (Lx � a=2)2

+a=2 ln
(a=2)2 � (Lx + l=2)2

(a=2)2 � (Lx � l=2)2

#
(H.8)
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La valeur de �0 s'obtient �a partir de l'�equation H.4. En imposant uxx = m0

et aucune contrainte sur l'axe vertical �yy = 0, nous avons alors uzz = ��uxx et
il vient �0 = �xx = Em0.

uxx s'obtient en d�erivant ux dans l'�equation H.8 par rapport �a Lx :

uxx =
El

�Es

m0tan(�) ln
L2
x � (l=2 + a=2)2

L2
x � (l=2 � a=2)2

+
2L2

x

L2
x � (l=2 + a=2)2

�
2L2

x

L2
x � (l=2� a=2)2

+l=2

"
2(Lx + a=2)

(x+ a=2)2 � (l=2)2
�

2(Lx � a=2)

(Lx � a=2)2 � (l=2)2

#

+a=2

"
2(Lx + l=2)

(Lx + l=2)2 � (a=2)2
�

2(Lx � l=2)

(Lx � l=2)2 � (a=2)2

#
(H.9)
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